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Ââåäåíèå
Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âïîëíå èíòåãðè-
ðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷à-
ñòåé.

Ïåðâàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ìîòèâèðîâàíà ãåîìåòðè÷åñêèì äîêà-
çàòåëüñòâîì ãèïîòåçûÌèùåíêî�Ôîìåíêî [24], ïîëó÷åííûì À. Â. Áîë-
ñèíîâûì [7].

Ãèïîòåçà Ìèùåíêî�Ôîìåíêî óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæäîé âåùå-
ñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîììóòà-
òèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íà åå äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ñëó-
÷àÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà À. C. Ìè-
ùåíêî è À. Ò. Ôîìåíêî ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî èìè ìåòîäà
ñäâèãà àðãóìåíòà [23]. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî áûëî âïåð-
âûå ïîëó÷åíî Ñ. Ò. Ñàäýòîâûì [26]. Îêàçàëîñü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî
ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì, äàæå åñëè âìåñòî ïîëÿ âåùåñòâåííûõ èëè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàòü àëãåáðû Ëè íàä àáñòðàêòíûì ïî-
ëåì. À èìåííî, òåîðåìà Ñàäýòîâà ãîâîðèò, ÷òî ãèïîòåçà Ìèùåíêî�
Ôîìåíêî ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè
íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. À. Â. Áîëñèíîâ â ðàáîòå [7] èçëî-
æèë ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî Ñàäýòîâà íà áîëåå ÿâíîì
ÿçûêå ïóàññîíîâîé ãåîìåòðèè, ÷òî ñäåëàëî äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóê-
òèâíûì è ïîçâîëèëî ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ êîíêðåòíûìè àëãåáðà-
ìè Ëè.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ñâîäèò çà-
äà÷ó ê àëãåáðå Ëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè íàä íîâûì ïîëåì, ÿâëÿþ-
ùèìñÿ ðàñøèðåíèåì èñõîäíîãî. Ýòî ïîçâîëÿåò äåéñòâîâàòü ïî èí-
äóêöèè: íà êàæäîì øàãå ìû ñâîäèì çàäà÷ó ê ïîñòðîåíèþ ïîëíîãî
êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ äëÿ àëãåáðû ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè è äåéñòâóåì òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì àáåëåâó èëè
ïîëóïðîñòóþ àëãåáðó Ëè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü
ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà [23]. Îäíàêî, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä
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ñäâèãà àðãóìåíòà äàåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íå
òîëüêî â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå, íî è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ êëàññîâ àë-
ãåáð Ëè. Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî áûëî áû ïðèìåíÿòü åãî íå òîëüêî ê
ïîëóïðîñòûì, à âîîáùå êî âñåì âîçíèêàþùèì â ïðîöåññå èíäóêöèè
àëãåáðàì. Òåõíè÷åñêàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êðèòåðèé
ïîëíîòû äëÿ êîììóòàòèâíîãî íàáîðà, ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñäâèãà
àðãóìåíòà, èçâåñòåí òîëüêî â âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíîì ñëó÷àÿõ
[5]. Èìåÿ òàêîé êðèòåðèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ, ìîæíî áûëî áû
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî
êîììóòàòèâíîãî íàáîðà. À èìåííî, äåëàòü èíäóêòèâíûé øàã, ïîíè-
æàþùèé ðàçìåðíîñòü àëãåáðû, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîììóòà-
òèâíûé íàáîð, ïîñòðîåííûé ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíûì ñîãëàñíî íîâîìó êðèòåðèþ. Â ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè
ìû ñòðîèì îáîáùåíèå ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà (ôîðìàëüíûé ìåòîä
ñäâèãà àðãóìåíòà) äëÿ àëãåáð Ëè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè íóëü è äîêàçûâàåì êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ êîììóòàòèâíîãî
íàáîðà ïîëèíîìîâ, ïîñòðîåííîãî ýòèì ìåòîäîì.

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó èçëîæåíèþ ñòðóêòóðû è ãëàâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè. Â ðàçäåëå 1.1 ìû íàïîìèíàåì îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó Ìèùåíêî�Ôîìåíêî â òåð-
ìèíàõ ïóàññîíîâîé àëãåáðû P (g) è îáñóæäàåì öåíòðàëüíóþ èäåþ
åå äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàçäåëå 1.2 ìû íàïîìèíàåì ìåòîä ñäâèãà àðãó-
ìåíòà [23] è êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî
ñëó÷àåâ [5].

Íà÷èíàÿ ñ ðàçäåëà 1.3 ìû ðàññìàòðèâàåì àëãåáðû Ëè íàä ïðî-
èçâîëüíûì ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
îáÿçàíû áûòü ïîëèíîìàìè. Â âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíûõ ñëó÷àÿõ
ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî ëåãêî óñòðàíèòü, ðàçëîæèâ èíâàðèàíò f â
ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ g∗

f(a + λx) = f(a) + λfa,1(x) + λ2fa,2(x) + . . .

è âçÿâ âìåñòî ñàìîãî èíâàðèàíòà ïîëèíîìû {fa,k}k∈N. Îäíà èç òðóä-
íîñòåé, ñ êîòîðîé ìû ñòàëêèâàåìñÿ ïðè ïåðåõîäå ê àáñòðàêòíîìó
ïîëþ, � ýòî îòñóòñòâèå íà ïîëå K àïðèîðíî çàäàííîé òîïîëîãèè,
è, êàê ñëåäñòâèå, îòñóòñòâèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé íà g∗,
ðàçëîæåíèÿ èõ â ðÿä è ò.ä. Â ðàçäåëå 1.3 âìåñòî êîëüöà âñåõ èíâà-
ðèàíòîâ àëãåáðû Ëè I(g) ìû ðàññìàòðèâàåì öåíòð åå ïóàññîíîâîé
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àëãåáðû Z(g). Òàêèì îáðàçîì, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì
òîëüêî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà g∗, à â ýòîì ñëó÷àå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè (ôîðìàëüíî),
áåç ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî íàì ìîæåò ïðîñòî íå õâàòèòü ïîëèíîìîâ èç öåíòðà äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà. Ïîýòîìó ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ìåíüøåå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî Z(g) ñîâïàäàëî ñî ìíîæåñòâîì
âñåõ èíâàðèàíòîâ I(g) â ñìûñëå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ïîëèíî-
ìèàëüíîãî ñëó÷àÿ (ñì. òàêæå [45]):
Òåîðåìà 4. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü, trdeg Z(g) = ind g è a ∈ g∗reg. Êîììóòàòèâ-
íûé íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

Çäåñü g∗reg îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ (îòíîñè-
òåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè g), g∗sing =

g∗ \ g∗reg � ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ è gK̄ = g ⊗K K̄ îáî-
çíà÷àåò àëãåáðó Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì K̄ îñíîâíîãî
ïîëÿ (àíàëîã êîìïëåêñèôèêàöèè äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ). Îòìå-
òèì, ÷òî óñëîâèå ïîëíîòû codim(gK̄)∗sing ≥ 2 äîïóñêàåò åñòåñòâåí-
íóþ èíòåðïðåòàöèþ áåç èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ
îñíîâíîãî ïîëÿ (ñì. Çàìå÷àíèå 13).

Â ðàçäåëå 1.4 ìû îòêàçûâàåìñÿ îò óñëîâèÿ trdeg Z(g) = indg è
èññëåäóåì áîëåå øèðîêèé êëàññ àëãåáð Ëè � êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ
àëãåáðû Ëè. Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Ðîçåíëèõòà [50, 12] ñëåäó-
åò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàöèîíàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ. Äàëåå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñäâèãîâ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K, ìû èñïîëüçóåì àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé
ôîðìàëèçì [31], ïîçâîëÿþùèé êàæäîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè è åå
ðåãóëÿðíîé òî÷êå ñîïîñòàâëÿòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ôîð-
ìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà. Â èòîãå, äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð Ëè êðè-
òåðèé ïîëíîòû èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà
Ëè íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü è a ∈ g∗reg. Êîììóòàòèâ-
íûé íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

Â ðàçäåëå 1.5 ìû îòêàçûâàåìñÿ îò óñëîâèÿ àëãåáðàè÷íîñòè è ðàñ-
ñìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè. Â ýòîì ñëó-
÷àå, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ èëè àëãåáðàè÷åñêèõ
àëãåáð, îòñóòñòâóåò ãðóïïà (Ëè èëè àëãåáðàè÷åñêàÿ), â ÷àñòíîñòè,
íåò íè êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû, íè èíâàðèàíòîâ
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî åñòåñòâåí-
íûì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü îáúåêòû, èãðàþùèå ðîëü èíâàðèàíòîâ. Åñ-
ëè K = R èëè C, òî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
f ∈ A(g∗) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ad∗df(x)x = 0. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ó÷àñò-
âóþò òîëüêî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè g, ïîýòîìó îíî
èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîãî ïîëÿ K. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ íàäî
ëèøü äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî ïîíèìàòü ïîä f . Îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ðà-
öèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè K(g∗), êàê ýòî ïîçâîëÿëà ñäåëàòü òåîðåìà
Ðîçåíëèõòà â àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå, íåëüçÿ, òàê êàê òåïåðü àëãåá-
ðà Ëè íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêàÿ, è â ýòîì ñëó÷àå ðàöèîíàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà ìîæåò íå õâàòèòü.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â âåùåñòâåííîì èëè êîì-
ïëåêñíîì ñëó÷àå èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü ãëîáàëüíî íå îïðåäåëåíû,
è òîãäà ìû âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíûå èíâàðèàíòû, êîòî-
ðûå ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ
ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé åñòåñòâåííîé èäåå: ïîä èíâàðèàíòîì (òî÷íåå
ôîðìàëüíûì èíâàðèàíòîì) êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìû
áóäåì ïîíèìàòü ôîðìàëüíûé ðÿä èç êîëüöà K[[g∗]], óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé íåêîòîðîìó åñòåñòâåííîìó óñëîâèþ (òèïà ad∗df(x)x = 0). Òîãäà
îäíîðîäíûå ÷àñòè òàêèõ ôîðìàëüíûõ èíâàðèàíòîâ áóäóò àíàëîãàìè
ñäâèãîâ �êëàññè÷åñêèõ� èíâàðèàíòîâ.

Â ðàçäåëå 1.5 ìû ðåàëèçóåì îïèñàííóþ èäåþ. Â ïàðàãðàôå 1.5.1
ìû äîêàçûâàåì íåîáõîäèìûé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò � ôîðìàëüíóþ
òåîðåìó Ôðîáåíèóñà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì àíàëîãîì êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðåìû îá èíòåãðèðóåìîñòè ðàñïðåäåëåíèé.
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Òåîðåìà 7 (Ôîðìàëüíàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ôîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå D = span {v1, . . . , vk} íà Kn ïîñòîÿííîãî ðàíãà k ôîðìàëü-
íî èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîììóòàòîðû
[vi, vj] ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç v1, . . . , vk ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
K[[x1, . . . , xn]].

Â ïàðàãðàôå 1.5.2 ìû ââîäèì ïîíÿòèå �ôîðìàëüíîãî èíâàðèàíòà�
äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ àë-
ãåáðû Ëè è äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå �ìàêñèìàëüíîãî� íàáîðà òà-
êèõ èíâàðèàíòîâ. Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî íàáîðà ôîðìàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ôîðìàëüíîé òåîðå-
ìû Ôðîáåíèóñà.
Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : g → gl(V ) è ëþáîãî
ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà a ∈ V ñóùåñòâóåò íàáîð {F (1), . . . , F (s)} èç
s = dim V −dim g+St(a) ôîðìàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ
ρ â òî÷êå a, äèôôåðåíöèàëû êîòîðûõ â íóëå ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Â ïàðàãðàôå 1.5.3 ìû ðàññìàòðèâàåì êîïðèñîåäèíåííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè ad∗ : g → gl(g∗). Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìû îïðåäåëÿåì íàáîð ïîëè-
íîìîâ Fa(I(g)) â ïóàññîíîâîé àëãåáðå P (g) êàê íàáîð îäíîðîäíûõ
÷àñòåé ôîðìàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ad∗ â ðåãóëÿðíîé
òî÷êå a ∈ g∗ è äîêàçûâàåì åãî êîììóòàòèâíîñòü. Òàêîé ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ ìû íàçûâàåì ôîðìàëü-
íûì ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà. Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ïîëíîòû
íàáîðà Fa(I(g)) (ïàðàãðàô 1.5.6) ïî÷òè àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç
äâóõ ëåìì èç ëèíåéíîé àëãåáðû: ëåììû îá èåðàðõèè, ïîðîæäàåìîé
ïàðîé áèëèíåéíûõ ôîðì (ïàðàãðàô 1.5.4), è ëåììû î ïàðå êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì (ïàðàãðàô 1.5.5).
Òåîðåìà 11. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè íóëü è a ∈ g∗reg � ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò.

1. Êîììóòàòèâíûé íàáîð Fa(I(g)), ïîñòðîåííûé ôîðìàëüíûì
ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

2. Êîììóòàòèâíûé íàáîð Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â ðåãó-
ëÿðíîé òî÷êå x ∈ g∗reg òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ
{x + λa | λ ∈ K̄} íå ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî (gK̄)∗sing.
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Â ðàçäåëå 1.6 ìû íàïîìèíàåì êîíñòðóêöèþ, ëåæàùóþ â îñíî-
âå ãåîìåòðè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Ìèùåíêî-Ôîìåíêî [7].
Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåë 1.7 ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí
ïðèìåðàì ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ ïîëíîòû êîììóòàòèâíîãî íàáîðà
ïîëèíîìîâ, ïîñòðîåííîãî ôîðìàëüíûì ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà.

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè,
ãîòîâèòñÿ ñòàòüÿ â æóðíàëå �Ìàòåìàòè÷åñêèå Çàìåòêè�.

Âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì ãåîäåçè÷åñêèå
ïîòîêè íà íàäñòðîéêàõ àâòîìîðôèçìîâ òîðîâ è ïðîäîëæàåì èññëå-
äîâàíèÿ íà÷àòûå À. Â. Áîëñèíîâûì, È. À. Òàéìàíîâûì, À. Ï. Âåñå-
ëîâûì è Õ. Ð. Äóëëèíûì â ðàáîòàõ [8, 9, 34].

Çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn+1
A íàçûâàåòñÿ íàäñòðîéêîé àâòîìîð-

ôèçìà A : Tn → Tn, åñëè ñóùåñòâóåò ðàññëîåíèå

p : Mn+1
A

Ay
Tn−→ S1

ìíîãîîáðàçèÿ íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì òîð Tn, òàêîå, ÷òî ìî-
íîäðîìèÿ ðàññëîåíèÿ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A ∈ SL(n,Z).

Ìíîãîîáðàçèå Mn+1
A îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðîñòåé-

øèé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ñ

A =

(
1 1
0 1

)

áûë ðàññìîòðåí Ë. Áàòëåðîì [36]. Â ýòîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà
àíàëèòè÷åñêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M 3

A, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê êîòî-
ðîé èíòåãðèðóåì ïî Ëèóâèëëþ ïðè ïîìîùè ãëàäêèõ èíòåãðàëîâ, íî
íåèíòåãðèðóåì â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå áûëî äîêàçàíî ïðè ïîìîùè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé
ê àíàëèòè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè, íàéäåííûõ È. À. Òàéìàíîâûì
[28, 29]. Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé íå ìåøàþò ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîñòè.

Ã. Ï. Ïàòåðíàéí [47, 48] äîêàçàë, ÷òî åñëè ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê
íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè èíòåãðèðóåì, òî, ïðè âûïîëíåíèè íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà
íóëþ. Îí òàêæå ïðåäïîëîæèë, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ èíòå-
ãðèðóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè âñå-
ãäà ðàâíà íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ â ïðèìåðå
Áàòëåðà íóëåâàÿ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãèïîòåçîé Ïàòåðíàéíà.
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À. Â. Áîëñèíîâ è È. À. Òàéìàíîâ [8] îïðîâåðãëè ýòó ãèïîòåçó äëÿ
ãëàäêîãî ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåâ ìíîãîîáðàçèå M 3

A ñ àâòîìîðôèçìîì

A =

(
2 1
1 1

)
.

Îáîáùèâ êîíñòðóêöèþ Áàòëåðà, îíè ïîñòðîèëè ïåðâûé ïðèìåð C∞-
èíòåãðèðóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ ñëó-
÷àÿ n > 2 [9].

Êâàíòîâûì àíàëîãîì çàäà÷è îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêî-
ãî ïîòîêà íà ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïåêòðà è ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà. Â ñòàòüå [34] àâòîðàìè
ïîñòðîåí áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(M

3
A), ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïðè
ïîìîùè ðåøåíèé òàê íàçûâàåìîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Ìàòüå. Âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîìåð-
íóþ ñèòóàöèþ n > 2 è ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïåê-
òðà è ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííîãî áàçèñà äëÿ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�
Ëàïëàñà íà L2(M

n+1
A ), êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèé

îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó èçëîæåíèþ ñòðóêòóðû è ãëàâíîãî ðåçóëü-

òàòà âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè. Â ðàçäåëå 2.1 ìû íàïîìèíàåì îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàííûå ñ íàäñòðîéêàìè àâòîìîðôèçìîâ òîðîâ.
Â ðàçäåëàõ 2.2 è 2.3 ìû îïèñûâàåì ðèìàíîâó ìåòðèêó è îïåðàòîð
Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà Mn+1

A . Ðàçäåë 2.4 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà:
Òåîðåìà 13. Ïóñòü ôóíêöèè Ψ[γ],k è Qγ(z) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè
(2.10) è (2.6) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà íàáîð ôóíêöèé {Ψ[γ],k, γ ∈
Γ∗ \ {0}} ∪ {1, cos kπz, sin kπz} ãäå k ∈ N îáðàçóåò ñîáñòâåííûé áà-
çèñ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè â ïðîñòðàíñòâå L2(M

n+1
A ). Ïðè

ýòîì ôóíêöèè Ψ[γ],k îòâå÷àåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E[γ],k, ÿâëÿþ-
ùååñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà ïðÿìîé ñ
ïîòåíöèàëîì Qγ(z).

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè îïóáëè-
êîâàíû â ñòàòüå [18] è äîëîæåíû íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóç-
äàëü, 2006).
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêî-
âîäèòåëÿì � àêàäåìèêó ÐÀÍ À. Ò. Ôîìåíêî çà ïîñòîÿííóþ ïîä-
äåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïðîôåññîðó À. Â. Áîëñèíîâó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷, ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé è
èäåé, îïðåäåëèâøèõ íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ýòîé ðàáîòû. Àâòîð òàê-
æå áëàãîäàðåí âñåì ñîòðóäíèêàì êàôåäðû Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè è ïðèëîæåíèé Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà ïîìîùü â òå÷åíèè åãî
ó÷åáû.
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Ãëàâà 1

Ôîðìàëüíûé ìåòîä
ñäâèãà àðãóìåíòà
Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ íàïðàâëåíèé òåîðèè âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà íà äâîéñòâåííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ àëãåáð Ëè:

ẋ = ad∗df(x)x, x ∈ g∗, f ∈ C∞(g∗).

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà è âàæíîñòü èõ èçó÷åíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî îíè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà-
÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [4], [30]. Ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà, ïðåä-
ëîæåííûé À. Ñ. Ìèùåíêî è À. Ò. Ôîìåíêî [23], ïîçâîëÿåò ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ò.å. ïîñòðîèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð èíòåãðàëîâ, äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ
àëãåáð Ëè.

Â ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìû ðàçðàáàòûâàåì ôîðìàëüíûé ìå-
òîä ñäâèãà àðãóìåíòà � àíàëîã êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ñäâèãà àðãó-
ìåíòà äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ íà äâîé-
ñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ àëãåáð Ëè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

1.1 Ãèïîòåçà Ìèùåíêî�Ôîìåíêî
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè g íàä ïîëåì
K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ëèåâñêàÿ ñòðóêòóðà íà g èíäóöèðóåò
íà ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðå S(g) ' K[g∗] ñêîáêó Ïóàññîíà-Ëè, êî-
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òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. Åñëè ïîëèíîìû f, g ∈ S(g) ëèíåéíû (â ýòîì ñëó÷àå èõ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû àëãåáðû Ëè g), òî èõ ñêîáêà
Ïóàññîíà-Ëè ñîâïàäàåò ñ êîììóòàòîðîì â àëãåáðå, ò.å.

{f, g} = [f, g].

2. Íà ïîëèíîìû áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ëåéáíèöà:

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}.

Ñòðóêòóðà Ïóàññîíà�Ëè ïðåâðàùàåò ñèììåòðè÷åñêóþ àëãåáðó
S(g) â ïóàññîíîâó àëãåáðó P (g) = (S(g), {·, ·}), àññîöèèðîâàííóþ
ñ g. Ñêîáêà Ïóàññîíà�Ëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé K(g∗). Cîîòâåòñòâóþùóþ ïóàññîíîâó
àëãåáðó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Frac(P (g)) = (K(g∗), {·, ·}).

Êàæäîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè g ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâà öå-
ëûõ ÷èñëà: ðàçìåðíîñòü dim g (õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé ñòðóêòó-
ðû) è èíäåêñ ind g (õàðàêòåðèñòèêà ëèåâñêîé ñòðóêòóðû). Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî êîììóòè-
ðóþùèõ ïîëèíîìîâ â P (g) íå ïðåâûøàåò 1

2(dim g + ind g).
Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû, åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå, �êîììóòàòèâíîñòü� áóäåò ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå ñêîáêè Ïóàñ-
ñîíà�Ëè.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîììóòàòèâíûé íàáîð F ⊂ P (g) íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì, åñëè îí ñîäåðæèò 1

2(dim g + ind g) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
ïîëèíîìîâ.

Ëþáîé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ F ïîðîæäàåò êîììó-
òàòèâíóþ ïóàññîíîâó ïîäàëãåáðó K[F ] ⊂ P (g). Êîììóòàòèâíàÿ ïî-
äàëãåáðà A ⊂ P (g) íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè, åñëè trdeg A = 1

2(dim g + ind g). Ïîäàëãåáðà A íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà ìàêñèìàëüíà ñðåäè âñåõ êîììóòàòèâíûõ ïî-
äàëãåáð P (g) â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñëå.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíûõ êîììóòàòèâíûõ íàáîðîâ âïåð-
âûå áûë ñôîðìóëèðîâàí â ðàáîòå [24] â âèäå ñëåäóþùåé ãèïîòåçû.
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Ãèïîòåçà (Ìèùåíêî, Ôîìåíêî, 1981). Ïóñòü g � âåùåñòâåííàÿ
èëè êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè. Òîãäà â P (g) ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîì-
ìóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ.

Ýòà ãèïîòåçà ïðèøëà èç òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèìè ñèñòåìàìè íàçûâàþòñÿ òå, êîòîðûå
îáëàäàþò ïîëíûìè êîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
Òàêèì îáðàçîì, íà ÿçûêå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ýòà ãèïîòåçà ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå g∗ êàæäîé
âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè g ñóùåñòâóþò ïîëèíî-
ìèàëüíî èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Â 1978 ã. îíà áûëà
äîêàçàíà À. Ñ. Ìèùåíêî è À. Ò. Ôîìåíêî äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð
Ëè [23]. Â 2003 ã. Ñ. Ò. Ñàäýòîâ äîêàçàë ãèïîòåçó Ìèùåíêî�Ôîìåíêî
â îáùåì ñëó÷àå [26].

Òåîðåìà 1 (Ñàäýòîâ, 2003). Ãèïîòåçà Ìèùåíêî�Ôîìåíêî ñïðàâåä-
ëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè g íàä ïîëåì K
íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Â ðàáîòå [7] À. Â. Áîëñèíîâ èçëîæèë äîêàçàòåëüñòâî Ñàäýòîâà íà
áîëåå ÿâíîì ÿçûêå ïóàññîíîâîé ãåîìåòðèè, ïîçâîëÿþùåì ýôôåêòèâ-
íî ðàáîòàòü ñ êîíêðåòíûìè àëãåáðàìè Ëè. Â îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîãî
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñàäýòîâà, ïðåäëîæåííîãî Áîëñèíîâûì, ëå-
æèò ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1. Ëþáàÿ àëãåáðà Ëè g íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü
óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë h C g, íå ÿâëÿþùèéñÿ
îäíîìåðíûì öåíòðîì g (ò.å. ëèáî dim h > 1, ëèáî [h, g] 6= 0);

2. Ñóùåñòâóåò èäåàë hm C g, èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà,
è ïðè ýòîì öåíòð g ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì hm, Z(g) = Z(hm);

3. Àëãåáðà Ëè g ïîëóïðîñòà èëè g = g0 ⊕K, ãäå g0 ïîëóïðîñòà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñäåëàòü èíäóê-
òèâíûé øàã: ñâåñòè çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî
íàáîðà â P (g) ê ïîñòðîåíèþ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà â P (g̃),
ãäå g̃ � íîâàÿ àëãåáðà Ëè íàä íîâûì ïîëåì K̃, êîòîðàÿ, îäíàêî,
èìååò ñòðîãî ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü dimK̃ g̃ < dimK g. À â òðåòüåì
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ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà: â [23] áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ýòîò ìåòîä äàåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð äëÿ
âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ àëãåáð, à â [7] óêàçàíî, ÷òî èç îáùåé
êëàññèôèêàöèè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè ñëåäóåò, ÷òî â ïîëóïðîñòîì
ñëó÷àå ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà äàåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð
ïîëèíîìîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî
íàáîðà óñòðîåíà òàê: åñëè àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà, òî ïðèìåíÿåì ìå-
òîä ñäâèãà àðãóìåíòà, à åñëè íåò � òî äåëàåì èíäóêòèâíûé øàã.
Îäíàêî, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà äàåò ïîëíûé
êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ íå òîëüêî â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå,
íî è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ àëãåáð Ëè. Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî áûëî áû
ïðèìåíÿòü åãî íå òîëüêî ê ïîëóïðîñòûì, à âîîáùå êî âñåì àëãåá-
ðàì Ëè, âîçíèêàþùèì â ïðîöåññå èíäóêöèè. Òåõíè÷åñêàÿ ïðîáëå-
ìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ êîììóòàòèâíîãî
íàáîðà, ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, èçâåñòåí òîëüêî â
âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíîì ñëó÷àÿõ [5]. Èìåÿ òàêîé êðèòåðèé äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ, ìîæíî áûëî áû ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü îïè-
ñàííóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà. À
èìåííî, äåëàòü èíäóêòèâíûé øàã g Ã g̃, ïîíèæàþùèé ðàçìåðíîñòü
àëãåáðû, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîììóòàòèâíûé íàáîð â P (g),
ïîñòðîåííûé ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè íóëü è ïî-
ëó÷åíèå êðèòåðèÿ ïîëíîòû äëÿ êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ,
ïîñòðîåííîãî ýòèì ìåòîäîì.

1.2 Ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà
Ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé êîíñòðóêöèåé, ïîç-
âîëÿþùåé ñòðîèòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé â èíâîëþöèè íà äâîéñòâåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ àëãåáð Ëè. Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí
À. Ñ. Ìèùåíêî è À. Ò. Ôîìåíêî [23] êàê îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè
Ñ. Â. Ìàíàêîâà [22], êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü ê àëãåáðå Ëè so(n).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íàøå îñíîâíîå ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëåì âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà-
Ëè äâóõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f, g ∈ C∞(g∗) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé
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ôîðìóëîé:

{f, g}(x) = 〈x, [dxf, dxg]〉 = ck
ijxk

∂f

∂xi

∂g

∂xj
.

ßñíî, ÷òî ýòà ñêîáêà ïðè îãðàíè÷åíèè íà ïóàññîíîâó àëãåáðó P (g)
ñîâïàäàåò ñî ñêîáêîé, îïèñàííîé â íà÷àëå ðàçäåëà (1.1).

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè àññîöèèðîâàííàÿ ñ àëãåáðîé Ëè g. Àíàëè-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ A(g∗) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì êîïðèñîåäè-
íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ad∗ : G → GL(g∗), åñëè f(x) = f(Ad∗gx)
äëÿ âñåõ g ∈ G, x ∈ g∗. Äðóãèìè ñëîâàìè, èíâàðèàíòû � ýòî
ôóíêöèè, ïîñòîÿííûå íà îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
Ox = {Ad∗g x | g ∈ G}. Êîëüöî èíâàðèàíòîâ àëãåáðû g áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç I(g). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òîì f ∈ I(g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ck
ijxk

∂f

∂xj
= 0, i = 1, . . . , dimg, (1.1)

ãäå ck
ij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè g îòíîñèòåëüíî áàçè-

ñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîîðäèíàòàì x1, . . . , xn. Ïîëèíîìèàëüíûå èí-
âàðèàíòû â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ òàêæå êëàññè÷åñêè-
ìè èíâàðèàíòàìè Êàçèìèðà, à â òåîðèè èíâàðèàíòîâ � öåëûìè èëè
ðåãóëÿðíûìè èíâàðèàíòàìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè àíàëèòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, òî è ëþáàÿ åå îäíîðîäíàÿ
÷àñòü, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä, òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì. Ïîýòîìó àíàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû ïî ñóùåñòâó íè÷åì íå
îòëè÷àþòñÿ îò ïîëèíîìèàëüíûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà (1.1)
ìîæåò èìåòü ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå äîïóñêàþò ãëîáàëü-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé, íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíûå ðåøå-
íèÿ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèòü àíàëèòè÷åñêèì èí-
âàðèàíòàì èìåòü îñîáåííîñòè, ò.å. ðàññìàòðèâàòü äàëåå èíâàðèàíòû
â êëàññå ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ ïî÷òè âñþäó íà g∗.

Èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ
èíâàðèàíòîâ ðàâíî min

x
corank(ck

ijxk), ò.å. ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì àë-
ãåáðû. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ èíäåêñ àëãåáðû Ëè indg =
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min
x

dimAnn(x), ãäå Ann(x) = {ξ ∈ g | ad∗ξx = 0} è, êàê íå òðóä-
íî ïîäñ÷èòàòü, dimAnn(x) = corank(ck

ijxk). Òàê êàê dimAnn(x) =
codimOx, òî â òåðìèíàõ ãðóïïû Ëè G èíäåêñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êî-
ðàçìåðíîñòü îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ indg = min

x
codimOx. Îò-

ìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ
êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè ìîæåò áûòü ñòðîãî
ìåíüøå ÷åì êîðàçìåðíîñòü îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà îðáèò ìîæåò íàðóøàòüñÿ àêñèîìà îòäå-
ëèìîñòè, òàê êàê êîïðèñîåäèíåííûå îðáèòû íå îáÿçàòåëüíî çàìêíó-
òû, äàæå ëîêàëüíî. Òàêèå ãðóïïû èíîãäà íàçûâàþòñÿ �äèêèìè� [19].
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð �äèêîé� ãðóïïû Ëè áûë ïîñòðîåí Ô. È. Ìàóò-
íåðîì â 50-x ãîäàõ è ïîçäíåå ïåðåîòêðûâàëñÿ ìíîãîêðàòíî [19].
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî 5-ìåðíûõ ãðóïï Ëè Gα, êîòîðîå
çàâèñèò îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà α è èìååò ñëåäóþùåå ìàòðè÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå:

Gα 3 g(t, z1, z2) =




eit 0 z1
0 eiαt z2
0 0 1


 , t ∈ R, z1, z2 ∈ C.

Åñëè α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî êîïðèñîåäèíåííàÿ îðáèòà îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ñ òðåõìåðíûì çàìûêàíèåì (ñè-
òóàöèÿ òèïà âñþäó ïëîòíîé îáìîòêè òîðà). ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
Gα èìååò íå áîëåå äâóõ �ãëîáàëüíûõ� èíâàðèàíòîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà êîàëãåáðû a ∈ g∗

îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé Fa(I(g)), îáðàçîâàííîå ñäâèãàìè âñåõ
èíâàðèàíòîâ â íàïðàâëåíèè a (a-ñäâèãàìè),

Fa(I(g)) = {fa,λ(x) = f(x + λa) | f ∈ I(g), λ ∈ K}.
À.Ò. Ôîìåíêî è À.Ñ. Ìèùåíêî ïîêàçàëè [23], ÷òî ýòî ñåìåéñòâî êîì-
ìóòàòèâíî îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè. Îäíàêî, êàê óæå áûëî
îòìå÷åíî, èíâàðèàíòû íå îáÿçàíû áûòü ïîëèíîìàìè, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî Fa(I(g)) íå îáÿçàíî ëåæàòü â ïóàññî-
íîâîé àëãåáðå P (g). Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò áûòü ëåãêî óñòðàíåí
ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè ïðåäëîæåííîé À.Â. Áðàèëîâûì.
Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð ïîëèíîìîâ F ⊂ P (g) íàçûâàåòñÿ íàáîðîì
ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ôóíêöèè f , åñëè îí ôóíêöèîíàëüíî ýê-
âèâàëåíòåí ñåìåéñòâó Fa(f) = {fa,λ(x) = f(x + λa) | λ ∈ K}, ò.å.
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åñëè ýëåìåíòû F è Fa(f) ïî÷òè âñþäó ôóíêöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ
äðóã ÷åðåç äðóãà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå a. Ðàññìîòðèì
åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a:

f(a + λx) = f(a) + λfa,1(x) + λ2fa,2(x) + . . . (1.2)
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî Fa(f) è íàáîð îäíîðîäíûõ ïî-
ëèíîìîâ {fa,k}k∈N ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó {fa,k}k∈N
ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ôóíêöèè f . Ðàññìîò-
ðèì íàáîð îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ, ñîñòîÿùèé èç ïîëèíîìèàëüíûõ
a-ñäâèãîâ âñåõ èíâàðèàíòîâ àëãåáðû Ëè g:

{fa,k | f ∈ I(g), k ∈ N} ⊂ P (g).

Òàê êàê ýòîò íàáîð ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòåí ñåìåéñòâó Fa(I(g)),
òî îí ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì íàáîðîì ïîëèíîìîâ â P (g), è ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òàêæå ÷åðåç Fa(I(g)). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîì-
ìóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà K[Fa(I(g))] ⊂ P (g), ïîðîæäåííàÿ ýòèì íà-
áîðîì, íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ìèùåíêî-Ôîìåíêî.

Ïóñòü g∗sing îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ Ad∗-ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåí-
òîâ g∗, ò.å.

g∗sing = {x ∈ g∗ | codimOx > indg}.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèíãóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òå òî÷êè x ∈
g∗, â êîòîðûõ ïàäàåò ðàíã ìàòðèöû (ck

ijxk). Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ
ýëåìåíòîâ g∗reg = g∗ \ g∗sing ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âñþäó ïëîòíûì ïîä-
ìíîæåñòâîì g∗. Îòïðàâíîé òî÷êîé â èññëåäîâàíèè ïîëíîòû êîììó-
òàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
[23]:
Òåîðåìà 2 (Ìèùåíêî, Ôîìåíêî, 1978). Ïóñòü g � âåùåñòâåííàÿ
èëè êîìïëåêñíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè è a ∈ g∗reg. Òîãäà êîììó-
òàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ èíâàðèàíòîâ Fa(I(g))
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Â áîëåå àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîììóòàòèâ-
íàÿ ïóàññîíîâà ïîäàëãåáðà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî K[Fa(I(g))] ⊂ P (g)
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Íà ñàìîì äåëå, íàáîð Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è äëÿ ìíîãèõ
äðóãèõ àëãåáð Ëè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ýôôåêòèâíûé êðèòåðèé
ïîëíîòû [5]:
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Òåîðåìà 3 (Áîëñèíîâ, 1988). Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ âåùåñòâåí-
íàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè è a ∈ g∗reg. Êîììóòàòèâíûé íàáîð
ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ èíâàðèàíòîâ Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

codim(gC)∗sing ≥ 2.

Çäåñü gC îáîçíà÷àåò êîìïëåêñèôèêàöèþ àëãåáðû. Åñëè g ïîëó-
ïðîñòà, òî codim(gC)∗sing = 3 è ïîëíîòà íàáîðà Fa(I(g)) àâòîìàòè÷å-
ñêè ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû õîòèì îáîáùèòü îïèñàííóþ âû-
øå êîíñòðóêöèþ ïîñòðîåíèÿ íàáîðà Fa(I(g)) è ïîëó÷èòü äëÿ íåãî
êðèòåðèé ïîëíîòû àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 3, íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè íóëü.

1.3 Êðèòåðèé ïîëíîòû:
ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé

Îäíà èç òðóäíîñòåé, ñ êîòîðîé ìû ñòàëêèâàåìñÿ, � ýòî îòñóòñòâèå
íà ïîëå K àïðèîðíî çàäàííîé òîïîëîãèè, è, êàê ñëåäñòâèå, íåâîç-
ìîæíîñòü ãîâîðèòü î äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèé íà g∗, êàê â
(1.1), èëè ðàçëîæåíèè èõ â ðÿä, êàê â (1.2). Òàêèì îáðàçîì, îïðå-
äåëåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ïðîèçâîëüíûõ èíâàðèàíòîâ íàä
àáñòðàêòíûì ïîëåì çàòðóäíèòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëèíîìè-
àëüíûå a-ñäâèãè ïîëèíîìîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè
(ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû). Ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âìåñòî êîëüöà I(g) âñåõ èíâàðèàíòîâ ðàñ-
ñìîòðåòü ëèøü ïîëèíîìèàëüíûåK[g∗]G = S(g)∩I(g)1. Â ýòîì ñëó÷àå
äèôôåðåíöèðîâàíèå òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè
(ôîðìàëüíî), áåç ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àë-
ãåáðà ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ K[g∗]G â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì ïóàññîíîâîé àëãåáðû P (g), êîòîðûé ìû áóäåò îáîçíà÷àòü
÷åðåç Z(g). Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ íàä

1Åñëè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîëèíîìîâ, òî íåîáõîäèìîñòü ñòðîèòü ïîëèíîìè-
àëüíûå a-ñäâèãè, ðàçóìååòñÿ, èñ÷åçàåò: îáû÷íûå a-ñäâèãè àâòîìàòè÷åñêè ëåæàò â ïóàññîíîâîé
àëãåáðå. Îäíàêî, òàê êàê â áóäóùåì ìû áóäåì ñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûå a-ñäâèãè áîëåå îáùèõ
ôóíêöèé, íàì áóäåò óäîáíî èçó÷èòü ñëó÷àé ïîëèíîìîâ îòäåëüíî.
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àáñòðàêòíûì ïîëåì íà ïåðâîì øàãå ìû çàìåíÿåì êîëüöî èíâàðèàí-
òîâ àëãåáðû Ëè íà öåíòð åå ïóàññîíîâîé àëãåáðû:

I(g) Ã K[g∗]G = Z(g). (1.3)

Ïóñòü f ∈ Z(g), a ∈ g∗, λ ∈ K. Ðàññìîòðèì ñäâèã ïîëèíîìà f â
íàïðàâëåíèè a: fa,λ(x) = f(x + λa) è ðàçëîæèì åãî ïî ñòåïåíÿì λ:

fa,λ(x) =

degf∑

k=0

fa,k(x)λk.

Ôóíêöèè {fa,k}degf−1
k=0 ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ïîëèíîìèàëüíûìè a-ñäâèãàìè

f . Ñëåäóÿ ðàáîòå [23], ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè f1, . . . , fn ∈ Z(g), òî
íàáîð Fa(f1, . . . , fn) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì äëÿ ëþáîãî êîâåêòî-
ðà a ∈ g∗. Ïîýòîìó íàáîð Fa(Z(g)) ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ âñåõ
öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì êàíäèäàòîì íà ðîëü
ïîëíîãî êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ íà g∗.

Íåäîñòàòêîì çàìåíû (1.3) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàì ìîæåò ïðîñòî íå
õâàòèòü ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ôóíêöèé èç öåíòðà äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïîëíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f1, . . . , fn ∈
Z(g) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî n ≤ indg. Ïîýòîìó ìû äîëæíû
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìåíüøåå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî Z(g) ñîâ-
ïàäàëî ñî ìíîæåñòâîì âñåõ èíâàðèàíòîâ â ñìûñëå ôóíêöèîíàëüíîé
çàâèñèìîñòè. Ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñòåïåíü òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè (ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ýëå-
ìåíòîâ) öåíòðà ïóàññîíîâîé àëãåáðû ñîâïàäàëà ñ èíäåêñîì àëãåáðû
Ëè, trdeg Z(g) = indg. Êàê áûëî óêàçàíî â [45], ñëåäóÿ äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 3 â [6], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè íóëü, trdeg Z(g) = ind g è a ∈ g∗reg. Êîììóòà-
òèâíûé íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé
Fa(Z(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

Çäåñü gK̄ = g ⊗K K̄ îáîçíà÷àåò àëãåáðó Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêèì
çàìûêàíèåì K̄ îñíîâíîãî ïîëÿ (àíàëîã êîìïëåêñèôèêàöèè äëÿ âå-
ùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ). Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [15], êàê ñòðîèòñÿ àëãåáðà
Ëè gK̄.
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Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K.
Åñëè K̃ � êàêîå-íèáóäü ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, òî ÷åðåç V K̃ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K̃, ïîëó÷åííîå èç ïðîñòðàí-
ñòâà V ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ: V K̃ = V ⊗K K̃. Ïóñòü òåïåðü
g àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K è K̄ � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ
K. Ðàñøèðÿÿ K äî K̄, ìû ïîëó÷èì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî gK̄ íàä
K̄. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ [·, ·]K : g × g → g ïîðîæäàåò ëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ g ⊗ g → g è gK̄ ⊗ gK̄ → gK̄, à òåì ñàìûì áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ [·, ·]K̄ : gK̄ × gK̄ → gK̄. Ôàêòè÷åñêè, åñëè
{X1, . . . , Xn} � áàçèñ g íàä K, òî

[∑
αiXi,

∑
βjXj

]
K̄

=
∑

αiβj[Xi, Xj]K,

äëÿ âñåõ αi, βj ∈ K̄. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì êîììóòàòîð íà
gK̄ ïðåâðàùàåò gK̄ â àëãåáðó Ëè íàä K̄.

Â ðàáîòå [45] áûëî ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîäàëãåáðà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî K[Fa(Z(g))] ⊂ P (g) áûëà ìàêñè-
ìàëüíîé (â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñëå) êîììóòàòèâíîé ïóàñ-
ñîíîâîé ïîäàëãåáðîé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, ýòî óñëîâèå âûãëÿäèò òàê: codimg∗sing ≥ 3
(îíî âûïîëíåíî, íàïðèìåð, äëÿ ðåäóêòèâíûõ àëãåáð). Â ñâÿçè ñ ýòèì
èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò
íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè g òàêàÿ, ÷òî codimg∗sing ≥ n. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïðèìåð, ïðèíàäëåæàùèé Ý. Á. Âèíáåðãó, ìîæíî íàéòè â
[45].

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óñëîâèå trdeg Z(g) = indg ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì òðåáîâàíèåì â Òåîðåìå 4. Ýòî ëåãêî óâèäåòü íà ïðèìåðå
àëãåáð Ëè ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ðàçðåøèìóþ àëãåáðó Ëè r3(K) ñ îáðàçóþ-
ùèìè {X1, X2, X3} è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[X1, X2] = X2, [X1, X3] = X3, [X2, X3] = 0.

Èíäåêñ indr3 = 1, è ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé {x2 = x3 = 0}, ò.å. èìååò êîðàçìåðíîñòü 2. Îäíàêî, ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî òî öåíòð Z(r3) òðèâèàëåí, ò.å. àëãåáðà Ëè r3 íå èìååò
ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (õîòÿ è èìååò ðàöèîíàëüíûé x3/x2).
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Ââèäó âàæíîé ðîëè öåëûõ (ïîëèíîìèàëüíûõ) èíâàðèàíòîâ â òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé è â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, èíòåðåñíûì âî-
ïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âñåõ êëàññîâ àëãåáð Ëè, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî trdeg Z(g) = indg, ò.å. àëãåáð Ëè, èíâàðèàíòû
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïîëèíîìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî âåðíî
äëÿ íèëüïîòåíòíûõ [17] è ñîâåðøåííûõ àëãåáð Ëè [32]. Íàïîìíèì,
÷òî àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâî-
èì êîììóòàíòîì g = [g, g]. Â ÷àñòíîñòè, ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè
ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè. Îäíàêî, ìíîãèå äðóãèå àëãåáðû Ëè, íà-
ïðèìåð ðàçðåøèìûå, ìîãóò íå èìåòü ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
èëè èìåòü èõ â íåäîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå.

1.4 Êðèòåðèé ïîëíîòû:
àëãåáðàè÷åñêèé ñëó÷àé

Ñëåäóþùèì øàãîì â îáîáùåíèè êðèòåðèÿ ïîëíîòû ÿâëÿåòñÿ îòêàç
îò óñëîâèÿ trdegZ(g) = indg. Îòêàçàòüñÿ îò ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî
òîëüêî ïóòåì ðàñøèðåíèÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé, èç êîòîðûõ ìû áóäåì
ïîëó÷àòü ïîëèíîìèàëüíûå a-ñäâèãè. Òåïåðü âìåñòî çàìåíû (1.3), ãäå
ìû îãðàíè÷èëèñü ïîëèíîìèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè, ìû ðàññìîòðèì
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ:

I(g) Ã K(g∗)G. (1.4)

Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êà-
ñàòåëüíîé àëãåáðîé ê íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå G. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî åñëè g � àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K íó-
ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè íåçà-
âèñèìûõ ýëåìåíòîâ â K(g∗)G ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì àëãåáðû [37], ò.å.
trdeg K(g∗)G = ind g. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëåäñòâèåì òåîðå-
ìû (äîêàçàííîé âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, Ðîçåíëèõòîì [50]) î òîì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íà íåïðèâîäèìîì ìíî-
ãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàí-
òîâ, ðàçäåëÿþùèõ îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ [12]. Òàêèì îáðàçîì,
èíâàðèàíòû àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð Ëè ôóíêöèîíàëüíî âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç ðàöèîíàëüíûå èíâàðèàíòû è â ýòîì ñëó÷àå ñèòóàöèè êîãäà
ôóíêöèé èç ïîëÿ K(g∗)G ìîæåò çàâåäîìî �íå õâàòèòü� (êàê ýòî âîç-
ìîæíî ñ Z(g)), áûòü íå ìîæåò.
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Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [11]), ÷òî ó êàæäîé àëãåáðû
Ëè g ñóùåñòâóåò åå àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå, ò.å. íàèìåíüøàÿ àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè ga, ñîäåðæàùàÿ g. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
àññîöèèðîâàííàÿ ñ ga � ýòî çàìûêàíèå (â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî)
ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè, àññîöèèðîâàííîé ñ g. Êîììóòàíòû àëãåáð g è
ga ñîâïàäàþò, ò.å. [ga, ga] = [g, g]. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå àëãåá-
ðàè÷íîñòè g íå î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíî, è óæ òî÷íî ìåíåå æåñòêîå
÷åì óñëîâèå trdeg Z(g) = ind g, êîòîðîå, â àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå,
âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K(g∗)G = QK[g∗]G, ò.å. êî-
ãäà êàæäûé ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò ïðåäñòàâèì â âèäå îòíîøåíèÿ
äâóõ öåëûõ [12].

1.4.1 Ñäâèãè ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ a-ñäâèãîâ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïîëåìK íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðûé àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé
ôîðìàëèçì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò êàæäîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè è åå
ðåãóëÿðíîé òî÷êå ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ôîðìàëüíûé
ðÿä Òåéëîðà è, áîëåå òîãî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ áóäåò îäíîçíà÷íî âîñ-
ñòàíàâëèâàòüñÿ ïî åå ðÿäó. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòðóê-
öèþ, ñëåäóÿ [31].

Ïóñòü X = An � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî2 íàä ïîëåì K è a ∈ X.
Ïðîñòåéøèì ëîêàëüíûì èíâàðèàíòîì òî÷êè a ÿâëÿåòñÿ åå ëîêàëü-
íîå êîëüöî Oa, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà
X , ðåãóëÿðíûõ â òî÷êå a:

Oa = {f/g | f, g ∈ K[X], g(a) 6= 0} ⊂ K(X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ma ìàêñèìàëüíûé èäåàë ëîêàëüíîãî êîëüöà Oa:

ma = {f ∈ K[X] | f(a) = 0}.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèè u1, . . . , un ∈ Oa íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíû-
ìè ïàðàìåòðàìè â òî÷êå a åñëè ui ∈ ma è îáðàçû u1, . . . , un ïðè
åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè ma → ma/m

2
a îáðàçóþò áàçèñ â ôàêòîð ïðî-

ñòðàíñòâå ma/m
2
a.

2Êîíñòðóêöèÿ ðàáîòàåò è äëÿ ëþáûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé X ⊂ An, íî òàê êàê ìû
áóäåì ïðèìåíÿòü åå ê êîàëãåáðå g∗, òî ýòà îáùíîñòü íàì íå ïîòðåáóåòñÿ, à ðàññìîòðåíèå
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà äåëàåò èçëîæåíèå ïðîùå.
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Èäåÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ýëåìåíòàì
ëîêàëüíîãî êîëüöà Oa îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè. Äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Oa ïîëîæèì f(a) = α0, òîãäà

f1 = f − α0 ∈ ma.

Ïóñòü u1, . . . , un ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â òî÷-
êå a. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, u1, . . . , un ïîðîæäàþò âñå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ma/m

2
a, ò.å. ñóùåñòâóþò α1, . . . , αn ∈ K òàêèå, ÷òî

f1 −
∑n

i=1 αiui ∈ m2
a. Ïîëîæèì

f2 = f1 −
n∑

i=1

αiui = f − α0 −
n∑

i=1

αiui ∈ m2
a.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f2 ∈ m2
a, òî ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åå â ñëåäó-

þùåì âèäå: f2 =
∑

gihi, ãäå gi, hi ∈ ma. Êàê è âûøå, ñóùåñòâóþò
βij, γij ∈ K òàêèå, ÷òî gi −

∑n
j=1 βijuj ∈ m2

a è hi −
∑n

j=1 γijuj ∈ m2
a.

Ïîëîæèì òåïåðü
∑

i(
∑n

j=1 βijuj)(
∑n

j=1 γijuj) =
∑n

i,j=1 αijuiuj, òîãäà
f2 −

∑n
i,j=1 αijuiuj ∈ m3

a è ñëåäîâàòåëüíî

f3 = f − α0 −
n∑

i=1

αiui −
n∑

i,j=1

αijuiuj ∈ m3
a.

Ïðîäîëæàÿ ýòó êîíñòðóêöèþ, ìû, î÷åâèäíî, ìîæåì íàéòè îäíîðîä-
íûå ïîëèíîìû Fi ∈ K[t1, . . . , tn] ñòåïåíè deg Fi = i òàêèå, ÷òî

f −
k∑

i=0

Fi(u1, . . . , un) ∈ mk+1
a .

Îïðåäåëåíèå 4. Ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä Φ = F0+F1+F2+. . . ,
ãäå Fi ∈ K[t1, . . . , tn] � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè deg Fi = i,
íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f ∈ Oa, åñëè äëÿ ëþáîãî k ≥ 0
âûïîëíåíî

f − Sk(u1, . . . , un) ∈ mk+1
a , ãäå Sk =

k∑
i=0

Fi.

Ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäàÿ ôóíê-
öèÿ f ∈ Oa èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðÿä Òåéëîðà. Ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èìååò íà ñàìîì äåëå åäèíñòâåííûé
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ðÿä Òåéëîðà, è, áîëåå òîãî, ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå τ : Oa →
K[[t1, . . . , tn]] ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âêëþ÷åíèåì ëîêàëüíîãî êîëü-
öà Oa â êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ K[[t1, . . . , tn]]. Åñëè
K = R èëè C, òî ôîðìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ t1, . . . , tn. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â
[31].
Çàìå÷àíèå 2. Ñîîòâåòñòâèå f 7→ Φ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò
îò âûáîðà ñèñòåìû ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ u1, . . . , un. Åñëè ñèñòåìà
ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â òî÷êå a çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ui = xi − ai,
òî êîýôôèöèåíòû ôîðìàëüíîãî ðÿäà Òåéëîðà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî
òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî íóæíî
âñåãî ëèøü óìåòü äèôôåðåíöèðîâàòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ íàä
ëþáûì ïîëåì, à äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî óìåòü äèôôå-
ðåíöèðîâàòü ìíîãî÷ëåíû, ÷òî, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ìîæíî äåëàòü
ôîðìàëüíî íàä ëþáûì ïîëåì.

Ïóñòü òåïåðü X = g∗, f ∈ Oa è Φ = τ(f) = F0 + F1 + F2 + . . .
ôîðìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f . Â êà÷åñòâå ñèñòåìû ëîêàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ â òî÷êå a ∈ g∗ âîçüìåì ui = xi − ai. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî k ≥ 0 âûïîëíåíî

f(x) = F0+F1(x−a)+. . .+Fk(x−a)+Gk+1(x−a), Gk+1(x−a) ∈ mk+1
a .

Ñäåëàåì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàìåíó x 7→ a+λx. Ïîëüçóÿñü îäíî-
ðîäíîñòüþ ïîëèíîìîâ Fi è òåì, ÷òî ýòà çàìåíà èíäóöèðóåò èçîìîð-
ôèçì èäåàëîâ mk+1

a → mk+1
0 , áóäåì èìåòü:

f(a+λx) = F0+λF1(x)+. . .+λkFk(x)+Gk+1(λx), Gk+1(λx) ∈ mk+1
0 .

Íàáîð îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ {Fk}k∈N ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ïîëèíîìè-
àëüíûõ a-ñäâèãîâ ôóíêöèè f .

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ðàçðåøèìóþ àëãåáðó Ëè r3(K) èç ïðèìå-
ðà 2. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ýòà àëãåáðà íå èìååò ïîëèíîìèàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ, íî èìååò ðîâíî îäèí (ò.ê. indr3 = 1) ðàöèîíàëüíûé èí-
âàðèàíò f = x3/x2 ∈ K(g∗)G. Ýëåìåíò a = (0, 1, 0) ∈ r∗3(K) ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì äëÿ f è ïîëèíîìû u1 = x1, u2 = x2−1, u3 = x3 îáðàçóþò
ñèñòåìó ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â òî÷êå a. Ïîëüçóÿñü Çàìå÷àíèåì 2,
âû÷èñëèì ôîðìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå a:
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F0 = 0,

Fs(u) = (−1)s−1(s− 1)!u3u
s−1
2 , äëÿ s = 1, . . . , k,

Gk+1(u) = u3u
k
2

∞∑
s=0

(−1)ss!us
2 ∈ mk+1

0 ,

x3

x2
= x3 − x3(x2 − 1) + 2x3(x2 − 1)2 + . . . + (−1)kk!x3(x2 − 1)k + . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû F1 = x3 F2 = x2x3 (èëè äëÿ ïðîñòîòû
F̃1 = x3 F̃2 = x2) îáðàçóþò ïîëèíîìèàëüíûé íàáîð a-ñäâèãîâ ðàöèî-
íàëüíîãî èíâàðèàíòà x3/x2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò êîììóòàòèâíûé
íàáîð ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òàê êàê 1

2(dim r3 + ind r3) = 2.

Ïóñòü Fa(K(g∗)G) � íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ðàöèî-
íàëüíûõ èíâàðèàíòîâ àëãåáðû Ëè g, ïîñòðîåííûé îïèñàííûì ñïîñî-
áîì. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëíîòû íàáîðà Fa(K(g∗)G).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè
íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü è a ∈ g∗reg. Êîììóòàòèâíûé íà-
áîð ïîëèíîìèàëüíûõ a-ñäâèãîâ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ Fa(K(g∗)G)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî óòâåðæäå-
íèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû è áóäåò
ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî íèæå.

1.5 Êðèòåðèé ïîëíîòû: îáùèé ñëó÷àé
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îòêàçûâàåìñÿ îò óñëîâèÿ àëãåáðàè÷íîñòè àëãåá-
ðû Ëè g è ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè
íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Â îáùåì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ èëè
àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð, îòñóòñòâóåò ãðóïïà (Ëè èëè àëãåáðàè÷åñêàÿ),
â ÷àñòíîñòè, íåò íè êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû, íè
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èíâàðèàíòîâ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ìîæ-
íî åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü îáúåêòû, èãðàþùèå ðîëü èí-
âàðèàíòîâ. Åñëè K = R èëè C, òî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àíàëèòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ A(g∗) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîïðèñîåäèíåííî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ad∗df(x)x = 0. Â ýòîì
îïðåäåëåíèè ó÷àñòâóþò òîëüêî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè
g, ïîýòîìó îíî èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîãî ïîëÿ K. Â ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíîãî ïîëÿ íàäî ëèøü äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî ïîíèìàòü ïîä f . Îãðà-
íè÷èòüñÿ òîëüêî ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè K(g∗), êàê ýòî ïîçâî-
ëÿëà ñäåëàòü òåîðåìà Ðîçåíëèõòà â àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå, íåëüçÿ,
òàê êàê òåïåðü àëãåáðà Ëè íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêàÿ, è â ýòîì
ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà
ìîæåò íå õâàòèòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â âåùå-
ñòâåííîì èëè êîìïëåêñíîì ñëó÷àå èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü ãëîáàëü-
íî íå îïðåäåëåíû è òîãäà ìû âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíûå
èíâàðèàíòû, êîòîðûå ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäà-
ìè. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé åñòåñòâåííîé èäåå: ïîä
èíâàðèàíòîì (òî÷íåå ôîðìàëüíûì èíâàðèàíòîì) êîïðèñîåäèíåííî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìû áóäåì ïîíèìàòü ôîðìàëüíûé ðÿä èç êîëüöà
K[[g∗]], óäîâëåòâîðÿþùèé íåêîòîðîìó åñòåñòâåííîìó óñëîâèþ (òèïà
ad∗df(x)x = 0). Òîãäà îäíîðîäíûå ÷àñòè òàêèõ ôîðìàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ áóäóò àíàëîãàìè ñäâèãîâ �êëàññè÷åñêèõ� èíâàðèàíòîâ.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðåàëèçóåì îïèñàííóþ èäåþ. Ñíà÷àëà ìû äîêà-
çûâàåì íåîáõîäèìûé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò � ôîðìàëüíóþ òåîðå-
ìó Ôðîáåíèóñà. Äàëåå, ìû ââîäèì ïîíÿòèå �ôîðìàëüíîãî èíâàðèàí-
òà� äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû Ëè è äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå �ìàêñèìàëüíîãî� íàáîðà
òàêèõ èíâàðèàíòîâ. Çàòåì ìû äîêàçûâàåì êîììóòàòèâíîñòü íàáîðà
ïîëèíîìîâ â P (g), ñîñòàâëåííîãî èç îäíîðîäíûõ ÷àñòåé ôîðìàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ad∗ : g → gl(g∗). Êðèòåðèé ïîëíîòû ýòî-
ãî íàáîðà ïî÷òè àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç äâóõ ëåìì èç ëèíåéíîé
àëãåáðû.

Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî íàáîðà ôîðìàëüíûõ èíâàðèàí-
òîâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ôîðìàëüíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà
� ôîðìàëüíîãî àíàëîãà êëàññè÷åñêîé òåîðåìû îá èíòåãðèðóåìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé.
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1.5.1 Ôîðìàëüíàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (ò.å. ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
íàáîðà ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé) ñèñòåìû ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâîíà÷àëüíî òåîðåìà Ôðîáåíèóñà ôîðìóëèðî-
âàëàñü äëÿ ïôàôôîâûõ ñèñòåì [38]. Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
âåðñèÿ òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì èíòåãðèðóåìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé íà ìíîãîîáðàçèè è ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â
òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì èëè íà áîëåå èíòóèòèâíîì ÿçû-
êå âåêòîðíûõ ïîëåé [16, 27].

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Ãëàäêèì k-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì D íà M íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî k-ìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ Dx ⊂ TxM , ãëàäêî çàâèñÿùåå îò òî÷êè x. ×èñëî k
òàêæå íàçûâàþò ðàíãîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Èíòåãðàëîì ðàñïðåäåëåíèÿ
D íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå F : N ↪→ M òàêîå, ÷òî Im dyF ⊂ DF (y)
äëÿ âñåõ y ∈ N . Ãîâîðÿò, ÷òî ãëàäêîå k-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå èí-
òåãðèðóåìî, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
F : N ↪→ M òàêîé, ÷òî x ∈ F (N) è dim N = k. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ðàñïðåäåëåíèå D íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå N ⊂ M , íàçûâàåìîå èí-
òåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç x òàêîå, ÷òî TyN = Dy

äëÿ âñåõ y ∈ N .
Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v íà M êàñàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D,

åñëè v(x) ∈ Dx äëÿ âñåõ x ∈ M .
Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå D íà ìíî-
ãîîáðàçèè M èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D, çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìàëüíûé àíàëîã òåîðåìû Ôðîáå-
íèóñà, íóæíî ëèøü âìåñòî ãëàäêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàñ-
ñìîòðåòü èõ ôîðìàëüíûå àíàëîãè. Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîí-
ñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî.

Ïóñòü Kn � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòè-
êè íóëü. Ôîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà Kn � ýòî âåêòîð, êîìïîíåí-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû:

v = (v1(x), . . . , vn(x)), vi ∈ K[[x1, . . . , xn]].
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Ôîðìàëüíûé êîììóòàòîð ôîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû äëÿ êîììóòàòîðà:

[u, v]i = uj ∂vi

∂xj
− vj ∂ui

∂xj
.

Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ õîðîøî îïðåäåëå-
íû íàä ëþáûì ïîëåì, òî êîììóòàòîð ôîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì.
Îïðåäåëåíèå 5. Ôîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåìD íàKn íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàä K[[x1, . . . , xn]] íàáîðà ôîðìàëüíûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé:

D = span {v1, . . . , vk}.
Ðàíã ôîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî ðàíã (âû÷èñëÿåìûé íàä

K[[x1, . . . , xn]]) ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîìïîíåíò ôîðìàëüíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå:

rankD = rank Ξ(x), Ξ(x) =




v1
1(x) . . . vn

1 (x)
... ...

v1
k(x) . . . vn

k (x)


 .

Ïî îïðåäåëåíèþ, óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ðàíãà ðàñïðåäåëåíèÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî ðàíã ôîðìàëüíîé ìàòðèöû Ξ(x) íàä êîëüöîì ôîðìàëüíûõ
ðÿäîâ ðàâåí ðàíãó �÷èñëîâîé� ìàòðèöû Ξ(0), ïîëó÷åííîé çàíóëåíè-
åì âñåõ ïåðåìåííûõ. Â ôîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè D ïîñòîÿííîãî
ðàíãà r âñåãäà ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, ò.å. ñóùåñòâóþò ôîðìàëüíûå
âåêòîðíûå ïîëÿ u1, . . . , ur òàêèå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç D åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè u1, . . . , ur

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K[[x1, . . . , xn]].
Îïðåäåëåíèå 6. Ôîðìàëüíûì èíòåãðàëîì ôîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ D = span {v1, . . . , vk} íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä F ∈
K[[x1, . . . , xn]], ïðîèçâîäíûå êîòîðîãî âäîëü âñåõ ôîðìàëüíûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé, îïðåäåëÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèå D, ðàâíû íóëþ:

vα(F ) :=
∑

vi
α

∂F

∂xi
= 0, äëÿ âñåõ α = 1, . . . , k. (1.5)

Îïðåäåëåíèå 7. Ôîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå D íà Kn ïîñòîÿííî-
ãî ðàíãà k íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíî èíòåãðèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
(n−k) ôîðìàëüíûõ èíòåãðàëîâ D, äèôôåðåíöèàëû êîòîðûõ ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû â íóëå.
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Òåîðåìà 7 (Ôîðìàëüíàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ôîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå D = span {v1, . . . , vk} íà Kn ïîñòîÿííîãî ðàíãà k ôîðìàëü-
íî èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîììóòàòîðû
[vi, vj] ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç v1, . . . , vk c êîýôôèöèåíòàìè èç
K[[x1, . . . , xn]] (ò.å. ðàñïðåäåëåíèå D çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîì-
ìóòàòîðà).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìàëüíîé òåîðåìû Ôðîáåíèó-
ñà äî ïîñëåäíåãî øàãà ñîâïàäàåò ñ ãëàäêèì ñëó÷àåì.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
âKn, ïîðîæäåííîå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè v1(0), . . . , vk(0),
ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ïåðâûõ k âåêòîðîâ ñòàíäàðòíîãî
áàçèñà â Kn. Òàê êàê rankD = k, òî ôîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ
v1(x), . . . , vk(x) îáðàçóþò áàçèñ ðàñïðåäåëåíèÿ D. Ïåðåéäåì ê áîëåå
óäîáíîìó áàçèñó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì k × k ìàòðèöó A, îáðàçî-
âàííóþ ïåðâûìè k ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû

Ξ =




v1
1 . . . vk

1 vk+1
1 . . . vn

1... . . . ... ... ...
v1

k . . . vk
k vk+1

k . . . vn
k


 .

Òàê êàê det A(0) 6= 0, òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 õîðîøî îïðåäåëå-
íà. Ïîýòîìó ïåðåõîä Ξ → Ξ′ = A−1Ξ ýêâèâàëåíòåí çàìåíå áàçèñà:
íîâûå áàçèñíûå ôîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ v′1(x), . . . , v′k(x) ÿâëÿ-
þòñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû

Ξ′ =




1 . . . 0 (v′)k+1
1 . . . (v′)n

1... . . . ... ... ...
0 . . . 1 (v′)k+1

k . . . (v′)n
k


 .

ßñíî, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåêòîð-
íûå ïîëÿ v′1(x), . . . , v′k(x) âìåñòî v1(x), . . . , vk(x).

Ôîðìàëüíûå êîììóòàòîðû [v′i, v
′
j] ëèíåéíî çàâèñèò îò v′1, . . . , v

′
k

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ v′1, . . . , v
′
k

ïîïàðíî êîììóòèðóþò. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûå k êîìïîíåíò êîììó-
òàòîðà [v′i, v

′
j] âñåãäà íóëåâûå. Ïîýòîìó [v′i, v

′
j] ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç v′1, . . . , v
′
k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [v′i, v

′
j] åñòü òîæäåñòâåí-

íûé íóëü.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî �íåòðèâèàëüíûå� (ò.å. ñ íîìåðàìè ≥ k + 1)

êîìïîíåíòû ôîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé v′1, . . . , v
′
k íå èìåþò ïî-

ñòîÿííûõ ÷ëåíîâ, òàê êàê ïî íàøåìó ñîãëàøåíèþ âåêòîðà v′1(0), . . . ,
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v′k(0) ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàíñòâî Kn íàòÿíóòîå íà ïåðâûå k âåêòî-
ðîâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà.

Òåïåðü ìû, äëÿ óäîáñòâà, íåìíîãî èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ:
1. Ïåðåìåííûå x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç

x1, . . . , xk, y1, . . . , yn−k.

2. Ëàòèíñêèå èíäåêñû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïåðåìåííûõ x,
à ãðå÷åñêèå � äëÿ ïåðåìåííûõ y.

3. Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû (v′)k+1
i , . . . , (v′)n

i ôîðìàëüíîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ v′i áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç u1

i , . . . , u
n−k
i (âåðõíèå

èíäåêñû áóäóò ãðå÷åñêèìè). Òàêèì îáðàçîì,

Ξ′ =




1 . . . 0 u1
1 . . . un−k

1... . . . ... ... ...
0 . . . 1 u1

k . . . un−k
k


 .

Òîò ôàêò, ÷òî ôîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ v′i è v′j êîììóòèðóþò
çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ (ñ ó÷åòîì íîâûõ îáîçíà÷åíèé) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

(∂xjuα
i + uγ

j ∂yγuα
i )− (∂xiuα

j + uγ
i ∂yγuα

j ) = 0, α = 1, . . . , n− k. (1.6)

Òàêèì îáðàçîì, íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ D = span {v′1, . . . , v′k} ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ (1.6).

Ôîðìàëüíûé ðÿä F ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ðàñïðåäåëåíèÿ D òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ξ′dF = 0.

Àíàëèç ýòîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ â íóëå ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì èñêàòü ôîðìàëüíûå èíòåãðàëû â ñëå-
äóþùåì âèäå:

F = yβ + G(x, y), ãäå G(0, y) = 0.

ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì (n− k) ôîðìàëüíûõ èíòåãðà-
ëîâ áóäóò àâòîìàòè÷åñêè èìåòü íåçàâèñèìûå â íóëå äèôôåðåíöèà-
ëû, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü èíòåãðèðóåìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôîðìàëü-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà G â êîîðäèíàòàõ èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

∂xiG + uα
i ∂yαG + uβ

i = 0, i = 1, . . . , k. (1.7)
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Ñ äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (1.7) � ýòî ñèñòå-
ìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðàÿ,
ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (êîòîðûå êàê ðàç
ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿþùåå ðàñïðåäå-
ëåíèå, êîììóòèðóþò), ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.
Îäíàêî, â íàøåì �ôîðìàëüíîì� ñëó÷àå ìû, êîíå÷íî, íå ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü ýòè ñîîáðàæåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå, ôîðìàëüíûé ñëó÷àé
îêàçûâàåòñÿ äàæå ïðîùå ãëàäêîãî: ïîñëå íåêîòîðîé ïîäãîòîâèòåëü-
íîé ðàáîòû, óðàâíåíèÿ (1.7) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíà ïðè ïîìîùè ðåêóðñèè.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ëèíåéíóþ àëãåá-
ðó.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ, ÷åðåç F (m) ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñòàíäàðòíóþ ïðîåêöèþ ðÿäà F íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèíî-
ìîâ ñòåïåíè ≤ m. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè:

(a) (F (m+r))(m) = F (m), äëÿ r ≥ 0;

(b) ∂xiF (m) = (∂xiF )(m−1);

(c) (uα
i F )(m) = (uα

i F (m−1))(m) (òàê êàê uα
i íà÷èíàåòñÿ ñ ëèíåéíûõ

÷ëåíîâ);

(d) (uα
i ∂xjF )(m) = (uα

i ∂xjF (m))(m) (ïî òîé æå ïðè÷èíå).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñâîéñòâ íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (1.7), ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ïðîåöèðîâàíèÿ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂xiG(m) = −(uα
i (∂yαG + δβ

α))(m−1), (1.8)

èëè
∂xiG(m) = −(uα

i (∂yαG(m−1) + δβ
α))(m−1), (1.9)

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

∂xiG(m) = −(uα
i (∂yαG(m) + δβ

α))(m−1). (1.10)

Óðàâíåíèå (1.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (1.7) èìååò î÷åíü ïðîñòóþ
ñòðóêòóðó: åñëè ìû ðåøàåì åå ïîñëåäîâàòåëüíî (ò.å. ñíà÷àëà äëÿ
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m = 1, ïîòîì äëÿ m = 2, çàòåì 3, 4 è òàê äàëåå), òî íà êàæäîì
ñëåäóþùåì øàãå íàøà ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

∂xiG(m) = Pi(x, y),

ãäå ïîëèíîì Pi(x, y) óæå èçâåñòåí èç ïðåäûäóùåãî øàãà.
Ëåììà 2. Ïóñòü íàì äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ∂xif(x, y) = Pi(x, y),
i = 1, . . . , k, ãäå Pi(x, y) èçâåñòíûå ïîëèíîìû è f(x, y) óäîâëåòâî-
ðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ f(0, y) = 0. Òîãäà

1. Ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ∂xjPi(x, y) = ∂xiPj(x, y);

2. Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêóþ ïðè-
ðîäó è ïîýòîìó íå çàâèñèò îò ïîëÿ K. Äëÿ K = R Ëåììà 2 õîðîøî
èçâåñòíà, ñëåäîâàòåëüíî, îíà âåðíà è äëÿ ëþáîãî ïîëÿ íóëåâîé õà-
ðàêòåðèñòèêè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè G(m) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.9), òî íà-
÷àëüíûé îòðåçîê ñòåïåíè m− 1 ýòîãî ïîëèíîìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1.9) íà ïðåäûäóùåì øàãå (ñëåäñòâèå ëåììû 2).

Âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñèñòåìû (1.9) ýêâèâàëåíò-
íî ñóùåñòâîâàíèþ è åäèíñòâåííîñòè G(m) äëÿ êàæäîãî m, ò.å. ñóùå-
ñòâîâàíèþ è åäèíñòâåííîñòè G êàê ôîðìàëüíîãî ðÿäà. Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, íàì íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü,
÷òî óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè ôîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (1.6)
âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (1.9) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè

∂xj

(
uα

i (∂yαG(m−1) + δβ
α)

)(m−1)
= ∂xi

(
uα

j (∂yαG(m−1) + δβ
α)

)(m−1)
.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëèíîì G(m−1) êàê èçâåñòíóþ ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò (1.9) ãäå m çàìåíåíî íà m−1. Â
ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà (a)�(d)
è (1.9) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå (1.10). Èìååì:
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∂xj

(
uα

i (∂yαG(m−1) + δβ
α)

)(m−1)
=

(
∂xj

(
uα

i

(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)))(m−2)

=
(
∂xjuα

i (∂yαG(m−1) + δβ
α) + uα

i ∂xj∂yαG(m−1)
)(m−2)

=
(
∂xjuα

i

(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)
+ uα

i ∂yα∂xjG(m−1)
)(m−2)

=
(
∂xjuα

i

(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)
− uα

i ∂yα(uγ
j (∂yγG(m−1) + δβ

γ ))(m−2)
)(m−2)

=
(
∂xjuα

i

(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)
− uα

i ∂yα(uγ
j (∂yγG(m−1) + δβ

γ ))
)(m−2)

=
(
∂xjuα

i

(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)
− uα

i ∂yαuγ
j (∂yγG(m−1) + δβ

γ )− uα
i uγ

j ∂yα∂yγG(m−1)
)(m−2)

=
(
∂xjuα

i

(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)
− uγ

i ∂yγuα
j (∂yαG(m−1) + δβ

α)− uγ
i u

α
j ∂yγ∂yαG(m−1)

)(m−2)

=
(
(∂xjuα

i − uγ
i ∂yγuα

j )
(
∂yαG(m−1) + δβ

α

)
− uγ

i u
α
j ∂yγ∂yαG(m−1)

)(m−2)
.

Ìû õîòèì, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå áûëî ñèììåòðè÷íûì ïî i è j.
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íî. Ïîýòîìó äëÿ âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî ÷òîáû

∂xjuα
i − uγ

i ∂yγuα
j = ∂xiuα

j − uγ
j ∂yγuα

i .

Íî ýòî óñëîâèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (1.6) è ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî
ôîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ v′i è v′j êîììóòèðóþò. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî ôîðìàëüíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìàëüíîé òåîðåìû Ôðî-
áåíèóñà ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì: îíî ïðåäúÿâëÿåò àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ ôîðìàëüíûõ èíòåãðàëîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé ïðèâî-
äèò ê óñïåõó ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (ò.å.
êîãäà ôîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå,
êîììóòèðóþò).
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1.5.2 Ôîðìàëüíûå èíâàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèé
Ïóñòü R : G → GL(V ) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëå-
íèå ãðóïïû Ëè G â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ôóíêöèÿ f íàçûâà-
åòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ R, åñëè îíà ïîñòîÿííà íà îðáèòàõ
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å. f(R(g)x) = f(x) äëÿ âñåõ g ∈ G, x ∈ V .
Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå åå àëãåáðû
Ëè g, deR = ρ : g → gl(V ). Ïóñòü ρ(ξi)ej = ak

ijek, ãäå {ei} � áàçèñ V ,
a {ξi} � áàçèñ g. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ
R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ak
ijxj

∂f

∂xk
= 0, i = 1, . . . , dim g. (1.11)

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè R = Ad∗ � êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå,
òî ρ = ad∗ è ak

ij = −cj
ik, ãäå ck

ij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû
Ëè g îòíîñèòåëüíî áàçèñà {ξi}, ò.å. [ξi, ξj] = ck

ijξk. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.11) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (1.1), îïðåäåëÿþùåé
èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíâàðèàíòíîì âè-
äå:

〈dxf, ρ(ξ)x〉 = 0, äëÿ âñåõ ξ ∈ g.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó åñòåñòâåííîìó îïðåäåëåíèþ.
Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è

ρ : g → gl(V ) åå ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå V , dim g = m, dim V = n.
Îïðåäåëåíèå 8. Ôîðìàëüíûé ðÿä F ∈ K[[x1, . . . , xn]] íàçûâàåòñÿ
ôîðìàëüíûì èíâàðèàíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ â òî÷êå a ∈ V , åñëè äëÿ
âñåõ ξ ∈ g âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå òîæäåñòâî:

〈dxF, ρ(ξ)(a + x)〉 = 0. (1.12)
Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü F (x) = f0+f1(x)+f2(x)+. . . , ãäå fi ∈ K[x1, . . . , xn]
îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè i. Òîãäà ëåâóþ ÷àñòü (1.12) ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈dxF, ρ(ξ)(a + x)〉 = 〈
∞∑
i=1

dxfi, ρ(ξ)a + ρ(ξ)x〉

=
∞∑
i=1

(〈dxfi, ρ(ξ)a〉+ 〈dxfi−1, ρ(ξ)x〉) .
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Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû åñòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè
i − 1. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü (1.12) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåí-
íûì ôîðìàëüíûì ðÿäîì ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn è, ñëåäîâàòåëüíî,
(1.12) êîððåêòíî îïðåäåëåííîå ôîðìàëüíîå òîæäåñòâî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè F � ôîðìàëüíûé èíâàðèàíò, òî åãî
äèôôåðåíöèàë â íóëå df1 ∈ V ∗ âñåãäà îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó
Va = {ρ(ξ)a | ξ ∈ g}, ò.å. äëÿ âñåõ ξ ∈ g

〈df1, ρ(ξ)a〉 = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a ∈ V íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè åãî
ñòàöèîíàðíàÿ ïîäàëãåáðà St(a) = {ξ ∈ g | ρ(ξ)a = 0} èìååò ìèíè-
ìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ îòêðûòî è
âñþäó ïëîòíî â V .
Çàìå÷àíèå 6. Âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå òîïî-
ëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ òèïà îòêðûòîñòè (çàìêíóòîñòè) ìíîæåñòâà èëè
íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òîïîëîãèè Çàðè-
ñêîãî. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé òîïîëîãèè âûðàæåíèå �äëÿ ïî÷òè âñåõ
x� îçíà÷àåò, ÷òî x ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ ê àëãåáðàè÷åñêîìó ìíî-
ãîîáðàçèþ ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìàëüíîé òåî-
ðåìû Ôðîáåíèóñà.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : g → gl(V ) è ëþáîãî
ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà a ∈ V ñóùåñòâóåò íàáîð {F (1), . . . , F (s)} èç
s = dim V − dim g + dim St(a) ôîðìàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ρ â òî÷êå a, äèôôåðåíöèàëû êîòîðûõ â íóëå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû.

Ñëåäñòâèå 1. Äèôôåðåíöèàëû ôîðìàëüíûõ èíâàðèàíòîâ â íóëå
îáðàçóþò áàçèñ â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê ïîäïðîñòðàíñòâó
Va = {ρ(ξ)a | ξ ∈ g}.

Äåéñòâèòåëüíî, df
(1)
1 , . . . , df

(s)
1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâà-

òåëüíî,
dim span {df (1)

1 , . . . , df
(s)
1 } = s.

Êðîìå òîãî, df
(j)
1 ∈ V ⊥

a äëÿ âñåõ j = 1, . . . , s, ïîýòîìó

span {df (1)
1 , . . . , df

(s)
1 } ⊂ V ⊥

a .
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Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

dim V ⊥
a = dim V − codim St(a) = s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ V ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò è codim St(a) =
k. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü k ïî-
ëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vk íà V , óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) Âåêòîðà v1(0), . . . , vk(0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

(b) Âñå ôîðìàëüíûå êîììóòàòîðû [vi, vj] ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç v1, . . . , vk ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K[[V ]];

(c) span {v1(x), . . . , vk(x)} = Va+x, äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ V .

Äåéñòâèòåëüíî, èç (a), (b) è ôîðìàëüíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà
ñëåäóåò, ÷òî ôîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå D = span {v1, . . . , vk} èíòå-
ãðèðóåìî, ò.å. ñóùåñòâóþò s = n−k ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ F (1), . . . , F (s)

òàêèõ, ÷òî
〈dxF

(i), vj(x)〉 = 0,

äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s è j = 1, . . . , k. Ñâîéñòâî (c) ãàðàíòèðóåò,
÷òî âñå ôîðìàëüíûå ðÿäû F (1), . . . , F (s), íà ñàìîì äåëå, ÿâëÿþòñÿ
ôîðìàëüíûìè èíâàðèàíòàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ â òî÷êå a. Èç ôîð-
ìàëüíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî äèôôåðåíöèàëû
dxF

(1), . . . , dxF
(s) ëèíåéíî íåçàâèñèìû â íóëå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû Ëè g òàêîå, ÷òî

g = St(a)⊕ h,

è ïóñòü h1, . . . , hk êàêîé-íèáóäü áàçèñ â h. Îïðåäåëèì k âåêòîðíûõ
ïîëåé íà V ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vi(x) = ρ(hi)(a + x), i = 1, . . . k. (1.13)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (a), (b),
(c).
Ëåììà 3. Âåêòîðà v1(0), . . . , vk(0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî, ò.å.
âåêòîðà ρ(hi)a ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ρ(hi)a ðàâíàÿ íóëþ, α1ρ(h1)a+. . .+αkρ(hk)a =
0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∑
αihi ∈ St(a). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 4. Ïóñòü H1, . . . , Hk � ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò a ∈ V òàêîé, ÷òî âåêòîðà H1a, . . . , Hka ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ V âåêòîðà H1x, . . . , Hkx ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî W = V ×V × . . .×V (k
ðàç) è îòîáðàæåíèå H : V → W , x 7→ (H1x, . . . , Hkx). Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ëèíåéíîå è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíîå (â òîïîëîãèè Çàðèññêî-
ãî) îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî W0 ⊂ W , ñîñòîÿùåå èç
âñåõ íàáîðîâ èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Òàê êàê óñëîâèå
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû ïîëèíîìè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, òî ïîäìíîæåñòâî W0 îòêðûòî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîîáðàç H−1(W0) îòêðûò â V . Ïî óñëîâèþ ëåììû Ha ∈ W0, ò.å.
ìíîæåñòâî H−1(W0) íå ïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, H−1(W0) ÿâëÿåòñÿ
äîïîëíåíèåì ê àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ ïîëîæèòåëüíîé êî-
ðàçìåðíîñòè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ V (êîãäà a + x ðåãóëÿðåí) ïîäïðîñòðàíñòâî
Va+x èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü dim Va+x = k è, ïî îïðåäåëå-
íèþ, vi(x) ∈ Va+x. Â ñèëó Ëåììû 3, ëèíåéíûå îïåðàòîðû Hi = ρ(hi)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ
x ∈ V âåêòîðà v1(x), . . . , vk(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áà-
çèñ Va+x. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî (c) äîêàçàíî.

Äîïîëíèì âåêòîðû h1, . . . , hk äî áàçèñà ξ1 = h1, . . . , ξk = hk, ξk+1,
. . . , ξm â àëãåáðå Ëè g. Íàïðèìåð, ëþáîé áàçèñ â St(a) ìîæåò áûòü
âûáðàí â êà÷åñòâå âåêòîðîâ ξk+1, . . . , ξm. Îïðåäåëèì âåêòîðíûå ïîëÿ
vk+1, . . . , vm íà V àíàëîãè÷íî (1.13):

vj(x) = ρ(ξj)(a + x), j = k + 1, . . .m.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóþò ôîðìàëüíûå ðÿäû Ri
j ∈ K[[x1, . . . , xn]] òà-

êèå, ÷òî

vj(x) = R1
j(x)v1(x) + · · ·+ Rk

j (x)vk(x), j = k + 1, . . . , m. (1.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê dim span {v1(x), . . . , vn(x)} = dim Va+x =
k ïî÷òè âñþäó íà V , òî ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè Ri

j, óäî-
âëåòâîðÿþùèå (1.14). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
õîðîøî îïðåäåëåíû â x = 0 è ïîýòîìó ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ 7→ ρ(ξ)(x+a)
ÿâëÿåòñÿ àíòèãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû Ëè g â àëãåáðó Ëè ôîðìàëü-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà V , ò.å.

[vi(x), vj(x)] = −ρ([ξi, ξj])(a + x).

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ëåììîé 5, áóäåì èìåòü:

[vi(x), vj(x)] = −ρ([ξi, ξj])(a + x)

= −ρ

(
m∑

α=1

cα
ijξα

)
(a + x) = −

m∑
α=1

cα
ijρ(ξα)(a + x)

= −
m∑

α=1

cα
ijvα(x) = −

k∑
α=1

cα
ijvα(x)−

m∑

α=k+1

cα
ijvα(x)

= −
k∑

α=1

cα
ijvα(x)−

m∑

α=k+1

cα
ij

k∑

β=1

Rβ
α(x)vβ(x)

= −
k∑

α=1

cα
ijvα(x)−

m∑

β=k+1

cβ
ij

k∑
α=1

Rα
β(x)vα(x)

= −
k∑

α=1


cα

ij −
m∑

β=k+1

cβ
ijR

α
β(x)


 vα(x).

Òàê êàê cα
ij ∈ K êîíñòàíòû, òî êîýôôèöèåíòû ïðè vα(x) ÿâëÿþò-

ñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûìè ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè. Òàêèì îáðàçîì,
ñâîéñòâî (b), à âìåñòå ñ íèì è Òåîðåìà 8, äîêàçàíû.

Çàìå÷àíèå 7. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìàëüíîé òåîðåìûÔðîáåíèóñà ïîç-
âîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü îäíîðîäíûå ÷àñòè ôîðìàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèé ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïóòåì ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè g = so(3,R) ñ áàçèñîì

e1 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 , e2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 , e3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 ,

è åå åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ρ = id : so(3,R) ↪→ gl(R3), èëè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå íà R3. Ïóñòü a ∈ R3 ðåãóëÿð-
íûé ýëåìåíò, òîãäà åãî ñòàöèîíàðíàÿ ïîäàëãåáðà èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

St(a) = span








0 −a3

a1

a2

a1
a3

a1
0 1

−a2

a1
−1 0






 , dim St(a) = 1.

Ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðà e2 è e3, ìîæåò áûòü âûáðàíî
â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà h ⊂ g òàêîãî, ÷òî g = St(a)⊕ h:

h = span {e2, e3}, dim h = 2.

Òî÷êà a = (1, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ôîðìàëüíûå èíâàðèàíòû
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ òî÷êå a � ýòî â òî÷íîñòè ôîðìàëüíûå èíòåãðàëû
èíòåãðèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D = span {v2, v3}, ãäå

v2(x) =




x3
0

−x1 − 1


 è v3(x) =



−x2

x1 + 1
0


 .

Åäèíñòâåííûé ôîðìàëüíûé èíâàðèàíò ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóÿ àë-
ãîðèòìó ïðèâåäåííîìó â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 7:

F = x1 +
1

2
(x2

2 + x2
3)−

1

2
x1(x

2
2 + x2

3) + . . .

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä F � ýòî (ñ òî÷íîñòüþ äî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà) ðÿä
Òåéëîðà â íóëå ôóíêöèè Ia(x) = I(x + a), ãäå I(x) =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3
� õîðîøî èçâåñòíûé èíâàðèàíò ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ëè SO(3,R) ↪→ GL(R3).
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1.5.3 Îïðåäåëåíèå è êîììóòàòèâíîñòü Fa(I(g))

Äëÿ àëãåáðû Ëè g íàä ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ðàññìîò-
ðèì åå êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ad∗ : g → gl(g∗). Ïóñòü
a ∈ g∗ � ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò, ò.å. åãî àííóëÿòîð Ann(a) = {ξ ∈
g | ad∗ξa = 0} èìååò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü s = ind g. Òîãäà, ïî
Òåîðåìå 8 î ôîðìàëüíûõ èíâàðèàíòàõ, ñóùåñòâóåò s ôîðìàëüíûõ
ðÿäîâ F (1), . . . , F (s) ∈ K[[g∗]] òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ g

〈dxF
(j), ad∗ξ(a + x)〉 = 0. (1.15)

Êðîìå òîãî, äèôôåðåíöèàëû dF (1), . . . , dF (s) ëèíåéíî íåçàâèñèìû â
íóëå è îáðàçóþò áàçèñ â Ann(a). Ïóñòü F (j) = f

(j)
1 + f

(j)
2 + . . . , ãäå

f
(j)
i ∈ K[g∗] åñòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè i. Òîãäà (1.15) ìîæíî

ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïåðåïèñàòü íà ÿçûêå ïîëèíîìîâ:

span {df (1)
1 , . . . df

(s)
1 } = Ann(a), (1.16)

ad∗
df

(j)
i+1

a + ad∗
df

(j)
i

x = 0, (1.17)

äëÿ i = 1, 2, . . . è j = 1, . . . , s. Ïóñòü Fa(I(g)) îáîçíà÷àåò ïîäìíîæå-
ñòâî â ïóàññîíîâîé àëãåáðå P (g), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýòèõ ïîëèíîìîâ,

Fa(I(g)) = {f (j)
i | j = 1, . . . , s, i = 1, 2, . . .} ⊂ P (g). (1.18)

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè K = R èëè C, òî ðÿä F , óäîâëåòâîðÿþùèé
òîæäåñòâó (1.15), ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà â íóëå ôóíêöèè fa(x) =
f(a + x), ãäå f(x) ∈ I(g) � ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêèé èíâàðèàíò êî-
ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè àëãåáðà Ëè g àëãåáðàè÷åñêàÿ,
òî ðÿä F , óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó (1.15), ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëü-
íûì ðÿäîì Òåéëîðà (ïîñòðîåííûì ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè, îïè-
ñàííîé â ðàçäåëå 1.4.1) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè fa(x) = f(a+x), ãäå
f(x) � ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ íàáîð ïîëèíîìîâ
Fa ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ýêâèâàëåíòåí ñå-
ìåéñòâó ñäâèãîâ èíâàðèàíòîâ {f(x + λa) | f ∈ I(g), λ ∈ K}, ñì. [23].
Ïîýòîìó ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð Fa(I(g)) ⊂ P (g) ïîëó÷åí
ôîðìàëüíûì ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû
î êîììóòàòèâíîñòè ñäâèãîâ èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, äîêàçàííîé À. Ñ. Ìèùåíêî è À. Ò. Ôîìåíêî â [23].
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Òåîðåìà 9. Íàáîð Fa(I(g)) êîììóòàòèâåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f

(α)
i , f

(β)
j ∈ Fa(I(g)), òîãäà, èñïîëüçóÿ (1.16)

è (1.17), áóäåì èìåòü:

{f (α)
i , f

(β)
j }(x) = 〈x, [df

(α)
i , df

(β)
j ]〉 = (ad∗

df
(β)
j

x)df
(α)
i

= −(ad∗
df

(β)
j+1

a)df
(α)
i = (ad∗

df
(α)
i

a)df
(β)
j+1 = −(ad∗

df
(α)
i−1

x)df
(β)
j+1

= (ad∗
df

(β)
j+1

x)df
(α)
i−1 = {f (α)

i−1, f
(β)
j+1}(x) = . . . = {f (α)

1 , f
(β)
i+j−1}(x)

= (ad∗
df

(β)
i+j−1

x)df
(α)
1 = −(ad∗

df
(β)
i+j

a)df
(α)
1 = (ad∗

df
(α)
1

a)df
(β)
i+j = 0.

(1.19)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 9. Íà ñàìîì äåëå, êîììóòàòèâíîñòü íàáîðà Fa(I(g)) ñëå-
äóåò èç áîëåå îáùåé è î÷åíü âàæíîé êîíñòðóêöèè, íàçûâàåìîé ñõå-
ìîé Ëåíàðà [49]. Ïóñòü {·, ·}1 è {·, ·}2 äâå ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè
Ïóàññîíà, ò.å. êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ α{·, ·}1 + β{·, ·}2 ñíî-
âà ÿâëÿåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fi}i∈N
íàçûâàåòñÿ áèãàìèëüòîíîâîé èåðàðõèåé, åñëè

{fi, ·}1 = −{fi+1, ·}2.

Íà S(g) âìåñòå ñî ñòàíäàðòíîé ñêîáêîé Ëè-Ïóàññîíà {·, ·} ìû ìîæåì
ðàññìîòðåòü ñêîáêó {·, ·}a, ïîëó÷åííóþ �çàìîðàæèâàíèåì àðãóìåí-
òà�:

{f, g}a = ck
ijak

∂f

∂xi

∂g

∂xj
, f, g ∈ S(g).

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîáêè {·, ·} è {·, ·}a ñîãëàñî-
âàíû. Ñîîòíîøåíèÿ (1.16) è (1.17), â ñóùíîñòè, îçíà÷àþò, ÷òî ïî-
ëèíîìû {f (j)

i }i∈N ôîðìèðóþò áèãàìèëüòîíîâó èåðàðõèþ äëÿ âñåõ
j = 1, . . . , s, ïðè÷åì f

(1)
1 , . . . , f

(s)
1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà

ñêîáêè {·, ·}a:
{f (j)

1 , ·}a = 0, (1.16′)

{f (j)
i+1, ·}a + {f (j)

i , ·} = 0. (1.17′)
Òàêèì îáðàçîì, íàáîð Fa(I(g)) ñîñòîèò èç s ðàçëè÷íûõ áèãàìèëü-
òîíîâûõ èåðàðõèé. Åñëè f

(α)
i , f

(β)
j ∈ Fa(I(g)), òî

{f (α)
i , f

(β)
j } = −{f (α)

i+1, f
(β)
j }a = {f (α)

i+1, f
(β)
j−1}

= −{f (α)
i+2, f

(β)
j−1}a = . . . = −{f (α)

i+j, f
(β)
1 }a = 0.
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Âû÷èñëåíèÿ â (1.19) � ýòî â òî÷íîñòè ïîäðîáíî ðàñïèñàííàÿ ïî-
ñëåäíÿÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ.
Çàìå÷àíèå 10. Èç äîêàçàòåëüñòâà ôîðìàëüíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà
ñëåäóåò, ÷òî íàáîð ïîëèíîìîâ Fa(I(g)) ìîæíî ñòðîèòü ñëåäóþùèì
�êàíîíè÷åñêèì� ñïîñîáîì. Âîçüìåì ëþáîé ëèíåéíûé ïîëèíîì f1 ∈
Ann(a). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (íàáîð ïîëèíîìîâ f2, f3, . . . ∈ P (g),
deg fi = i)

ad∗dfi+1
a + ad∗dfi

x = 0,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

π ◦ fi ≡ 0, i ≥ 2,

ãäå π : Ann∗(a) → g∗ ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ, ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü dim Ann(a) ðàçëè÷íûõ
èåðàðõèé, ñîñòàâëÿþùèõ Fa(I(g)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ ïîëíîòû íàáîðà Fa(I(g)) íàì ïî-
òðåáóþòñÿ äâà óòâåðæäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

1.5.4 Ëåììà îá èåðàðõèè, ïîðîæäàåìîé ïàðîé
áèëèíåéíûõ ôîðì

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K íóëåâîé õà-
ðàêòåðèñòèêè, dimV = n, è S � äâóìåðíîå ëèíåéíîå ñåìåéñòâî áè-
ëèíåéíûõ ôîðì íà V , ïîðîæäåííîå äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ôîð-
ìàìè A1 è A2, S = span{A1, A2}. Âûäåëèì â ñåìåéñòâå S ïîäìíî-
æåñòâî S0 ôîðì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. ôîðì ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà
R0 = max

A∈S
rankA. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0 ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ïîðîæ-

äåííîå ÿäðàìè ôîðì îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

L0 = span {Ker A, A ∈ S0}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1 ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. A1 ∈
S0, è âåêòîðû e0

1, . . . , e
0
r îáðàçóþò áàçèñ â Ker A1. Ïóñòü âåêòîðû ej

i

óäîâëåòâîðÿþò ðåêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

A1(e
0
i ) = 0, A1(e

1
i ) = A2(e

0
i ), A1(e

2
i ) = A2(e

1
i ), . . . (1.20)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {e0
i , e

1
i , . . .}, îïðåäåëåííàÿ ýòîé ïðîöå-

äóðîé, íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé, ïîðîæäåííîé ïàðîé ôîðì A1 è A2.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç L′ ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè âñåõ
r èåðàðõèé:

L′ = span {ej
i ; i = 1, . . . , r, j = 0, 1, 2, . . .}.

Ëåììà 6. L′ = L0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî âåêòîðû
êàæäîé èåðàðõèè {ej, j = 0, 1, . . .} ïðèíàäëåæàò ïîäïðîñòðàíñòâó
L0 è, ñëåäîâàòåëüíî, L′ ⊂ L0. Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí: e0 ∈ L0
òàê êàê e0 ∈ Ker A1 è A1 ∈ S0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ej ∈ L0, òîãäà
ñóùåñòâóþò âåêòîðû v1, . . . , vm òàêèå, ÷òî ej = v1 + . . . + vm è vi ∈
Ker (A2 + λiA1) ⊂ L0. Èñïîëüçóÿ èåðàðõè÷åñêîå ñâîéñòâî (1.20):

A1(e
j+1) = A2(e

j) = A2(v1 + . . .+ vm) = −λ1A1(v1)− . . .−λmA1(vm).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ej+1+λ1v1+ . . .+λmvm ∈ Ker A1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ej+1 ∈ L0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ïîêàæåì ñíà÷àëà,
÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ K

A1(L
′) = (A2 + λA1)(L

′). (1.21)

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ej èåðàðõèè (A2 + λA1)(e
j) = A1(e

j+1 + λej) ∈
A1(L

′), ïîýòîìó (A2 +λA1)(L
′) ⊂ A1(L

′). Ïóñòü âåêòîðà e0, e1, . . . , el

îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà span {ej, j = 0, 1, . . .} ⊂ L′. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ej ñóùåñòâóåò âåêòîð
w =

∑l
i=0 αie

i ∈ L′ òàêîé, ÷òî

A1(e
j) = (A2 + λA1)(w). (1.22)

Äåéñòâèòåëüíî:

(A2 + λA1)(w) =
l∑

i=0

αiA2(e
i) + λ

l∑
i=1

αiA1(e
i)

=
l∑

i=0

αiA1(e
i+1) + λ

l∑

i=1

αiA1(e
i) =

l∑

i=1

(αi−1 + λαi)A1(e
i) + αlA1(e

l+1)

=
l∑

i=1

(αi−1 + λαi + αlβi)A1(e
i),
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ãäå (βi)
l
i=0 � êîîðäèíàòû âåêòîðà el+1 â áàçèñå {ei}l

i=0. Òàêîì îáðà-
çîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (1.22) äîñòàòî÷íî íàéòè α0, . . . , αl−1
(ñ αl = 1) òàêèå, ÷òî

αi−1 + λαi + βi = δij, i = 1, . . . , l.

Ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî, èìååò ðåøåíèå (ò.ê. åå ìàòðèöà
íåâûðîæäåíà). Èòàê, (1.21) äîêàçàíî. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî λ ∈ K

dim Ker A1 = dim(L′ ∩Ker A1) = dim(L′ ∩Ker (A2 + λA1)).

Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Ker A1 ⊂ L′, à âî
âòîðîì èñïîëüçîâàëè (1.21) è ñëåäóþùèé ïðîñòîé ôàêò: äëÿ ëþáîãî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : V → W , dim ImA + dim Ker A = dim V .
Òåïåðü åñëè ôîðìà A2 + λA1 â îáùåì ïîëîæåíèè, òî dim Ker (A2 +
λA1) = dim Ker A1, ïîýòîìó Ker (A2 + λA1) ⊂ L′. Òàêèì îáðàçîì,
L0 ⊂ L′, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

1.5.5 Ëåììà î ïàðå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ
áèëèíåéíûõ ôîðì

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, dim V = n, (A1, A2) � ïàðà áèëèíåéíûõ
ôîðì íà V , S = span {A1, A2}, S0 ⊂ S � ïîäìíîæåñòâî ôîðì ìàêñè-
ìàëüíîãî ðàíãà. Òîëüêî òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïîëå
K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è, âî-âòîðûõ, ôîðìû A1 è A2 ÿâëÿþòñÿ
êîñîñèììåòðè÷åñêèìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ïîðîæäåííîå ÿäðàìè
âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ôîðì, à ÷åðåç L0 ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåí-
íîå ÿäðàìè ôîðì îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

L = span {Ker A, A ∈ S \ {0}},
L0 = span {Ker A, A ∈ S0}.

Ïóñòü L̃0 � êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L0 â V îòíîñèòåëüíîå
íåêîòîðîé íåòðèâèàëüíîé ôîðìû B ∈ S:

L̃0 = {v ∈ V |B(v, L0) = 0}.
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Ëåììà 7. Ïóñòü C1, . . . , Cq ∈ S\{0} � âñå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ôîðìû íåìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïóñòü A ∈ S0 ôèê-
ñèðîâàííàÿ ôîðìà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà R0. Ðàâåíñòâî L̃0 = L èìå-
åò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dim Ker (A|Ker Ci

) = n−R0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå L̃0 ⊂ L.

Çàìå÷àíèå 11. Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû L = L0 +
q∑

i=1
Ker Ci.

Îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êîìïëåêñ-
íîãî ñëó÷àÿ K = C, êîòîðîå áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèç-
âîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [6].
Çäåñü ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàííîå íà òåîðåìå î ïðèâå-
äåíèè ïàðû êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ôîðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïóñòü Ik îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà k, à Jk,µ �æîð-
äàíîâó êëåòêó ðàçìåðà k è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì µ, ãäå k ∈ N,
µ ∈ K.
Òåîðåìà 10. Ëþáàÿ ïàðà (A1, A2) êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåé-
íûõ ôîðì íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ ñóììó ïàð
ôîðì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïàð:

1. H2k,µ = (H
(k,µ)
1 , H

(k,µ)
2 ), ãäå

H
(k,µ)
1 =

(
0 Ik

−Ik 0

)
, H

(k,µ)
2 =

(
0 Jk,µ

−J t
k,µ 0

)
.

2. H2k,∞ = (H
(k,∞)
1 , H

(k,∞)
2 ), ãäå

H
(k,∞)
1 =

(
0 Jk,0

−J t
k,0 0

)
, H

(k,∞)
2 =

(
0 Ik

−Ik 0

)
.

3. Ïàðà Êðîíåêåðà K2k−1 = (K
(2k−1)
1 , K

(2k−1)
2 ). Ýòà ïàðà ôîðì

îïðåäåëåíà íà (2k−1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, â áàçèñå (v0, . . . , v2k−2)
íåíóëåâûìè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå ñïàðèâàíèÿ:

A1(v2l, v2l+1) = 1 A2(v2l+1, v2l+2) = 1, l = 0, . . . , k − 2.
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Çàìå÷àíèå 12. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé ôàêò èãðàåò
âàæíóþ ðîëü â òåîðèè áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (ñì. [39]). Åãî äî-
êàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ðàáîòå È. Ì. Ãåëüôàíäà è È. Ñ. Çà-
õàðåâè÷à [14], ñì. òàêæå [51]. Â ìîíîãðàôèÿõ [13] è [52] äèñêóññèÿ
ïîäõîäèò î÷åíü áëèçêî, òåì íå ìåíåå, äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâíî íå
ôîðìóëèðóåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæå-
íèå ïðîñòðàíñòâà V :

V = U2m1
1 ⊕ . . .⊕ U2ms

s ⊕W 2k1−1
1 ⊕ . . .⊕W 2kr−1

r

è áàçèñ íà V

(e1
1, . . . , e

1
2m1︸ ︷︷ ︸

U
2m1
1

, . . . , es
1, . . . , e

s
2ms︸ ︷︷ ︸

U2ms
s

, f 1
1 , . . . , f 1

2k1−1︸ ︷︷ ︸
W

2k1−1
1

, . . . , f r
1 , . . . , f r

2kr−1︸ ︷︷ ︸
W 2kr−1

r

),

â êîòîðîì ôîðìû A1 è A2 èìåþò ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä :

A1 = H
(m1,µ1)
1 ⊕ . . .⊕H

(ms,µs)
1 ⊕K

(2k1−1)
1 ⊕ . . .⊕K

(2kr−1)
1 ,

A2 = H
(m1,µ1)
2 ⊕ . . .⊕H

(ms,µs)
2 ⊕K

(2k1−1)
2 ⊕ . . .⊕K

(2kr−1)
2 ,

ãäå µi ∈ K∪ {∞}. ßäðî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Aλ1,λ2
= λ1A1 + λ2A2

â ýòîì áàçèñå çàïèñûâàåòñÿ òàê:
Ker Aλ1,λ2

= Ker
(
λ1H

(m1,µ1)
1 + λ2H

(m1,µ1)
2

)
⊕ . . .⊕Ker

(
λ1K

(2kr−1)
1 + λ2K

(2kr−1)
2

)
.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ K ÿäðî
íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Ker
(
λ1H

(m,µ)
1 + λ2H

(m,µ)
2

)
=

{
span {em, em+1}, åñëè (λ1 : λ2) = (−µ : 1),
0, èíà÷å.

Ker
(
λ1H

(m,∞)
1 + λ2H

(m,∞)
2

)
=

{
span {em, em+1}, åñëè (λ1 : λ2) = (1 : 0),
0, èíà÷å.

Ïîýòîìó, äëÿ ëþáîãî µ ∈ K ∪ {∞}

span
{

Ker
(
λ1H

(m,µ)
1 + λ2H

(m,µ)
2

)
, λ ∈ K2 \ {0}

}
= span {em, em+1}.
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Äàëåå, äëÿ ëþáîé êðîíåêåðîâîé ïàðû K2k−1 íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ λ1K

(2k−1)
1 +λ2K

(2k−1)
2 âñåãäà èìååò îäíîìåðíîå ÿäðî:

Ker
(
λ1K

(2k−1)
1 + λ2K

(2k−1)
2

)
= span {wλ},

wλ =
k−1∑
i=0

(
λ1

λ2

)i

f2i+1 =

(
1, 0,

λ1

λ2
, 0,

(
λ1

λ2

)2

, 0, . . . , 0,

(
λ1

λ2

)k−1
)

.

Êðèâàÿ {wλ, λ ∈ KP1} íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ïàðû K2k−1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ V , ïîðîæäåííîå âñåìè ÿäðàìè
íåòðèâèàëüíûõ ôîðì Aλ1,λ2

èìååò âèä:

L = U 2
1 ⊕ . . .⊕ U 2

s ⊕W k1
1 ⊕ . . .⊕W kr

r , (1.23)

ãäå
U2

i = span{ei
mi

, ei
mi+1} ⊂ U2mi

i , i = 1, . . . , s.

W ki

i = span{f i
1, f

i
3, . . . , f

i
2ki−1} ⊂ W 2ki−1

i , i = 1, . . . , r.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäïðîñòðàíñòâî L0 ⊂ L, ïîðîæäåííîå ÿäðàìè
ôîðì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Èç îïèñàíèÿ ÿäåð ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ôîðì, ñîñòàâëÿþùèõ ïàðû H2k,µ,H2k,∞ è K2k−1, ñëåäóåò, ÷òî ðàíã
ôîðìû Aλ1,λ2

ìîæåò óïàñòü òîëüêî çà ñ÷åò ïàð ïåðâûõ äâóõ òèïîâ.
Äëÿ ëþáîãî µ ∈ K ∪ {∞} ÿäðî ôîðìû λ1H

(m,µ)
1 + λ2H

(m,µ)
2 â îá-

ùåì ïîëîæåíèè òðèâèàëüíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λi = (−µi : 1) òî÷êó
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà KP1, â êîòîðîé ÿäðî ôîðìû λ1H

(m,µi)
1 +

λ2H
(m,µi)
2 âûðîæäàåòñÿ â äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òîãäà

L0 = span {Ker Aλ1,λ2
, λ ∈ KP1 \ ∪s

i=1Λi} = W k1

1 ⊕ . . .⊕W kr
r . (1.24)

Êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L̃0 ê L0 â V îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîé íåòðèâèàëüíîé ôîðìû Aλ1,λ2

∈ S èìååò âèä

L̃0 = {v ∈ V |Aλ1,λ2
(v, L0) = 0} = U 2m1

1 ⊕ . . .⊕U 2ms
s ⊕ W̃1⊕ . . .⊕ W̃r,

ãäå W̃i � êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê W ki

i â W 2ki−1
i .

Â ðàáîòå [14] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû êîñîñèììåòðè÷åñêèõ
ôîðì (A1, A2) íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå W ñóùåñòâóåò ïðåä-
ñòàâëåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå W = S ⊕ T ∗, ïàðà îïåðàòîðîâ
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X1, X2 : S → T è ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå P : W → S ⊕ T ∗ òàêèå,
÷òî Ai = P ∗AXi

P , ãäå

AXi
(w1, w2) = AXi

(s1 + t∗1, s2 + t∗2) = t∗2(Xis1)− t∗1(Xis2).

Áîëåå òîãî, åñëè ïàðà (A1, A2) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé Êðîíåêåðà K2k−1, òî
ïðîñòðàíñòâî S ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé, S = span{wλ} = W k, à îïåðàòîðû X1, X2 : W k → T ñþðúåê-
òèâíû.

Ïóñòü ξ = ξW k + ξT ∗ ∈ W k ⊕ T ∗ = W 2k−1 , òîãäà

Aλ1,λ2
(ξ,W k) = −ξT ∗((λ1X1 + λ2X2)W

k) = 0 ⇔ ξT ∗ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, W̃i = W ki

i è

L̃0 = U2m1
1 ⊕ . . .⊕ U 2ms

s ⊕W k1
1 ⊕ . . .⊕W kr

r . (1.25)

Òàêèì îáðàçîì, L̃0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ôîðìû Aλ1,λ2
∈ S. Èç

(1.23)�(1.25) ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L0 ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì
è L0 ⊂ L ⊂ L̃0.

Êîëè÷åñòâî q âñåõ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ôîðì
ñåìåéñòâà S, êîòîðûå èìåþò íå ìàêñèìàëüíûé ðàíã, íå ïðåâîñõîäèò
s è èõ ñïèñîê âûãëÿäèò òàê:

Ci =

{
−µiA1 + A2, åñëè µi ∈ K,

A1, åñëè µi = ∞.
i = 1, . . . , s

ßäðî ôîðìû Ci èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ker Ci =
⊕

j:µj=µi

U 2
j ⊕ span{w1

Λi
} ⊕ . . .⊕ span{wr

Λi
}.

Èç (1.23) è (1.25) ñëåäóåò, ÷òî L = L̃0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
U 2

i = U 2mi

i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s, ò.å. êîãäà êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïàðû (A1, A2) ñîäåðæèò òîëüêî ïàðû ñëåäóþùèõ òèïîâ: H2,µ,
H2,∞ è K2k−1.

Ïóñòü òåïåðü Aλ1,λ2
∈ S0 � ôîðìà îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà

Ker Aλ1,λ2
= span {w1

λ} ⊕ . . .⊕ span {wr
λ}.
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Ðàçìåðíîñòü ÿäðà ôîðìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïàð
Êðîíåêåðà â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïàðû (A1, A2):

dim Ker Aλ1,λ2
= r.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû Aλ1,λ2
íà Ker Ci. Î÷å-

âèäíî, w1
Λi

, . . . , wr
Λi
∈ Ker (Aλ1,λ2

|Ker Ci
), ïîýòîìó dim Ker (Aλ1,λ2

|Ker Ci
) ≥

r. Êðîìå òîãî,

Aλ1,λ2
(ei

mi
, ei

mi+1) =

{
λ1 + λ2µi (= λ2, åñëè µi = ∞), mi = 1,

0, mi ≥ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, dim Ker (Aλ1,λ2
|Ker Ci

) = r äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïàðû (A1, A2)
íåò ïàð H2k,µ, H2k,∞ äëÿ âñåõ k ≥ 2.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî L = L̃0 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà dim Ker (Aλ1,λ2

|Ker Ci
) = r äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s. Îñòà-

åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî r = n−R0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Ker Ci ⊂ L̃0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , q.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè âñå íåòðèâèàëüíûå ôîðìû èìåþò ìàêñèìàëü-
íûé ðàíã, ò.å. S0 = S \ {0}, òî L̃0 = L = L0.

1.5.6 Êðèòåðèé ïîëíîòû Fa(I(g))

Ïîíÿòèå ïîëíîòû êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ F ⊂ P (g) =
(S(g), {·, ·}), äàííîå â Îïðåäåëåíèè 1, èìååò ïîëåçíóþ ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü x ∈ g∗ è dxF ⊂ T ∗

x (g∗) ∼= g ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïîðîæäåííîå äèôôåðåíöèàëàìè ôóíêöèé èç F :

dxF = span {df(x), f ∈ F}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d̃xF êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê dxF â g îò-
íîñèòåëüíî êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû Ax : g × g → K, Ax(·, ·) =
〈x, [·, ·]〉, ïîðîæäåííîé ñêîáêîé Ïóàññîíà-Ëè:

d̃xF = {ξ ∈ g |Ax(ξ, dxF) = 0}.
Êîììóòàòèâíîñòü íàáîðà F îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî dxF èçî-
òðîïíî îòíîñèòåëüíî ôîðìû Ax, ò.å. dxF ⊂ d̃xF , à ïîëíîòà íàáîðà
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F îçíà÷àåò, ÷òî dim dxF = 1
2(dim g + ind g) ïî÷òè âñþäó íà g∗ (ò.å.

íà îòêðûòîì ïî Çàðèññêîìó ìíîæåñòâå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî 1

2(dim g + ind g) � ýòî â òî÷íîñòè ðàçìåðíîñòü ìàê-
ñèìàëüíîãî èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â òî÷êå x ∈ g∗ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîòà êîììóòàòèâíîãî íàáîðà F ýê-
âèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî dxF ìàêñèìàëüíî èçîòðîïíî
îòíîñèòåëüíî ôîðìû Ax äëÿ òî÷åê x ∈ g∗ îáùåãî ïîëîæåíèÿ , ò.å.

dxF = d̃xF äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ g∗. (1.26)

Â òîì ñëó÷àå êîãäà ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â òî÷êå x0, ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êîììóòàòèâíûé íàáîð F ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òî÷êå x0.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè gK̄ = g ⊗K K̄, ïîëó÷åííóþ èç g ðàñøè-
ðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ K äî åãî àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ K̄, è
ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ â êîàëãåáðå (gK̄)∗:

(gK̄)∗sing = {x ∈ (gK̄)∗ | dim Ann(x) > ind g}.
Îòâåò íà âîïðîñ, â êàêîì ñëó÷àå íàáîð Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì, äàåòñÿ ñëåäóþùèì êðèòåðèåì.
Òåîðåìà 11. Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè íóëü è a ∈ g∗reg � ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò.

1. Êîììóòàòèâíûé íàáîð Fa(I(g)), ïîñòðîåííûé ôîðìàëüíûì
ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

2. Êîììóòàòèâíûé íàáîð Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â ðåãó-
ëÿðíîé òî÷êå x ∈ g∗reg òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ
{x + λa | λ ∈ K̄} íå ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî (gK̄)∗sing.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé òî÷êå x ∈ g∗ ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ëè-
Ïóàññîíà {·, ·} è ñêîáêà {·, ·}a, ïîëó÷åííàÿ çàìîðàæèâàíèåì àðãó-
ìåíòà (ñì. Çàìå÷àíèå 9), èíäóöèðóþò ñåìåéñòâî êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì íà g, Sx = span {Ax, Aa}. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Sx

0 ïîäìíîæåñòâî â Sx, ñîñòîÿùåå èç ôîðì ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà
R0 = dim g− ind g, è ïóñòü Lx

0 ⊂ g � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
ÿäðàìè ôîðì îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

Sx
0 = {Aλ1x+λ2a | λ1x + λ2a ∈ g∗reg},
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Lx
0 = span {Ker A |A ∈ Sx

0 }.
Èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ g∗

dxFa(I(g)) = Lx
0 . (1.27)

Äåéñòâèòåëüíî, Fa(I(g)) ñîñòîèò èç s áèãàìèëüòîíîâûõ èåðàðõèé
{f (j)

1 , f
(j)
2 , . . .}, j = 1, . . . , s (ñì. Çàìå÷àíèå 9). Â òî÷êå x êàæäàÿ

áèãàìèëüòîíîâà èåðàðõèÿ èíäóöèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ
{df (j)

1 , df
(j)
2 , . . .} ⊂ g, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èåðàðõèåé âèäà (1.20) îòíîñè-

òåëüíî ôîðì Ax è Aa. Êðîìå òîãî, â ñèëó (1.16), âåêòîðà df
(1)
1 , . . . , df

(s)
1

ïîðîæäàþò Ann(a) = Ker Aa. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Aa ∈ Sx
0 (ò.ê.

a ðåãóëÿðåí), è ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ ëåììû 6, ãäå ðîëü L′ èãðàåò
ïîäïðîñòðàíñòâî dxFa(I(g)) ⊂ g.

Òàêèì îáðàçîì, èç ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè óñëîâèÿ ïîë-
íîòû (1.26) è ðàâåíñòâà (1.27) ñëåäóåò, ÷òî ïîëíîòà íàáîðà Fa(I(g))
ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äëÿ òî÷åê x ∈ g∗ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Lx
0 = L̃x

0 .

Òåïåðü, ÷òîáû ïðèìåíèòü ê ïîäïðîñòðàíñòâó Lx
0 Ëåììó 7, ðàññìîò-

ðèì àëãåáðó Ëè g è âñå âîçíèêàþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà íàä àëãåá-
ðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì K̄ îñíîâíîãî ïîëÿ K. Èòàê, êîììóòàòèâíûé
íàáîð Fa(I(g)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
òî÷åê x ∈ (gK̄)∗ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

(L̃x
0)
K̄ = (Lx

0)
K̄. (1.28)

Ïóñòü C1, . . . , Cq � âñå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íåòðè-
âèàëüíûå ôîðìû (Sx)K̄ òàêèå, ÷òî rank Ci < R0. Òîãäà èç Ëåììû 7
ñëåäóåò, ÷òî

1. Ker Ci ⊂ (L̃x
0)
K̄, i = 1, . . . , q, (Ñëåäñòâèå 2);

2. Åñëè âñå íåòðèâèàëüíûå ôîðìû èìåþò ìàêñèìàëüíûé ðàíã,
ò.å. (Sx

0 )K̄ = (Sx)K̄ \ {0}, òî (L̃x
0)
K̄ = (Lx

0)
K̄ (Ñëåäñòâèå 3).

Òàêèì îáðàçîì, (1.28) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
íåòðèâèàëüíûå ôîðìû Aλ1x+λ2a ñ êîýôôèöèåíòàìè λ1, λ2 ∈ K̄ èìå-
þò ìàêñèìàëüíûé ðàíã R0. Â òåðìèíàõ àëãåáðû Ëè gK̄ ýòî óñëîâèå
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ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå ýëåìåíòû âèäà λ1a+λ2x (çà èñêëþ÷åíè-
åì òðèâèàëüíîé êîìáèíàöèè) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ãåîìåòðè÷å-
ñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü, ïîðîæäåííàÿ êîâåêòî-
ðàìè x è a â (gK̄)∗, ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê (gK̄)∗sing

ëèøü â íóëå. Ïîëíîòà íàáîðà Fa(I(g)) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ýòîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ (gK̄)∗. ßñíî, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà codim(gK̄)∗sing ≥ 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 òåîðåìû îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü,
÷òî åñëè x ∈ g∗reg, òî

span {x, a} ∩ (gK̄)∗sing = 0 ⇔ {x + λa | λ ∈ K̄} ∩ (gK̄)∗sing = ∅.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 13. Óñëîâèå ïîëíîòû codim(gK̄)∗sing ≥ 2 äîïóñêàåò åñòå-
ñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ áåç èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî çàìû-
êàíèÿ îñíîâíîãî ïîëÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ ýëå-
ìåíòîâ â g∗ è â (gK̄)∗ çàäàþòñÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìîé ïîëèíîìè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëèíîìàìè ÿâëÿþòñÿ ìè-
íîðû ïîðÿäêà (dim g− ind g) ìàòðèöû êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû
Ax, ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò âèä (Ax)ij = ck

ijxk. ßñíî, ÷òî ýòè ìè-
íîðû ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè (dim g− ind g) îò x1, . . . , xn ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç K, à óñëîâèå ïîëíîòû â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ òðèâèàëåí. Î÷åâèä-
íî, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ðàñøèðåíèè ïîëÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îá-
ùåãî äåëèòåëÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà
Åâêëèäà.

1.6 Êîíñòðóêöèÿ Áîëñèíîâà
Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ïðèìåðàì ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 11, íàïîì-
íèì êàê óñòðîåíî ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçûÌèùåíêî-
Ôîìåíêî [7], ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû
ïîëèíîìîâ íà äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íî-
ìåðíûõ àëãåáð Ëè. Çäåñü ìû îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòðóê-
öèþ â àëãîðèòìè÷åñêîì äóõå, îïóñêàÿ ïîäðîáíûå îáúÿñíåíèÿ, êîòî-
ðûå ìîæíî íàéòè â [7] (ñì. òàêæå [33]).
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 1.1, â îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîãî
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñàäýòîâà, ïðåäëîæåííîãî Áîëñèíîâûì, ëå-
æèò ñëåäóþùàÿ ëåììà:
Ëåììà 1. Ëþáàÿ àëãåáðà Ëè g íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü
óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé èäåàë h C g, íå ÿâëÿþùèéñÿ
îäíîìåðíûì öåíòðîì g (ò.å. ëèáî dim h > 1, ëèáî [h, g] 6= 0);

2. Ñóùåñòâóåò èäåàë hm C g, èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà,
è ïðè ýòîì öåíòð g ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì hm, Z(g) = Z(hm);

3. Àëãåáðà Ëè g ïîëóïðîñòà èëè g = g0 ⊕K, ãäå g0 ïîëóïðîñòà.

Ðàçáåðåì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïî îòäåëüíîñòè.

1. Ïóñòü h C g êîììóòàòèâíûé èäåàë. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëå-
íèå (ad|h)∗ : g → gl(h∗), ÿâëÿþùååñÿ äâîéñòâåííûì ê ïðèñî-
åäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ad|h : g → gl(h) è äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà h ∈ h∗ îáîçíà÷èì ÷åðåç St(h) ⊂ g åãî ñòàöèîíàðíóþ
ïîäàëãåáðó, St(h) = {ξ ∈ g | (ad|h)∗ξh = 0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L(g, (ad|h)∗, h∗) ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëî-
åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäàëãåáð íàä h∗:

L(g, (ad|h)∗, h∗) =

{
Ψ : h∗ → g | Ψ− ðàö. îòîáðàæåíèå,

Ψ(h) ∈ St(h) ∀h ∈ h∗.

}

Ìíîæåñòâî L(g, (ad|h)∗, h∗) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè íàä ïîëåì
K(h∗) = Frac(S(h)) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà h∗ ñî ñëåäóþ-
ùåé åñòåñòâåíîé ñêîáêîé: [Ψ1, Ψ2](h) = [Ψ1(h), Ψ2(h)].
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî

Annfrac(h) = {f/g | f ∈ Ann(h), g ∈ S(h)} ,

ãäå Ann(h) = {f ∈ S(g) | {f, η} = 0 ∀η ∈ h}. Ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî Annfrac(h) òîæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè (ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà-
Ëè) íàä ïîëåì K(h∗).
Îòîáðàæåíèå

κ : L(g, (ad|h)∗, h∗) → Annfrac(h),
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Ψ 7→ fΨ, fΨ(x) = 〈x, Ψ(πh∗x)〉,
ãäå πh∗ : g∗ → h∗ åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì àëãåáð Ëè, ò.å. {fΨ1

, fΨ2
}(x) = f[Ψ1,Ψ2](x). Îáîçíà÷èì

÷åðåç Lh îáðàç ýòîãî ãîìîìîðôèçìà:

Lh = Im κ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

dimK(h∗) Lh = dimK St(h)− dimK h + 1,

ãäå St(h) ñòàöèîíàðíàÿ ïîäàëãåáðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè êîíå÷íîìåðíóþ ïîäàëãåáðó Ëè
Lh ⊂ Annfrac(h) íàä ðàñøèðåííûì ïîëåì K(h∗). Çàìåòèì, ÷òî
dimK(h∗) Lh < dimK g. Ïóñòü F(Lh,K(h∗)) ïîëíûé êîììóòàòèâ-
íûé íàáîð ïîëèíîìîâ â S(Lh) â ñìûñëå ïîëÿ K(h∗). Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð F(Lh,K(h∗)) çà-
ìêíóò îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû, ò.å.
ýëåìåíòû ïîëÿ K(h∗). Ôóíêöèè èç íàáîðà F(Lh,K(h∗)) èìåþò
âèä f/g, ãäå f ∈ Ann(h) è g ∈ S(h) ⊂ K(h∗). Íà ðÿäó ñ f/g
íàáîð F(Lh,K(h∗)) ñîäåðæèò ïîëèíîìû f è g ïî îòäåëüíîñòè.
Äîìíîæèâ êàæäóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ èç F(Lh,K(h∗))
íà åå çíàìåíàòåëü, ìû ïîëó÷èì íàáîð ïîëèíîìîâ â Ann(h):

Fpol(Lh,K(h∗)) = {f | f/g ∈ F(Lh,K(h∗))} ⊂ Ann(h).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàáîð Fpol(Lh,K(h∗)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êîììóòàòèâíûì íàáîðîì â S(g).

2. Ïóñòü hm C g èäåàë, èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà è öåíòð
g ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì hm. Íàïîìíèì ñòðóêòóðó àëãåáðû Ãåé-
çåíáåðãà: hm ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà V
ðàçìåðíîñòè 2m è îäíîìåðíîãî öåíòðà Z(hm), ïîðîæäåííîãî
âåêòîðîì e,

hm = V 2m ⊕ span {e}.
Êîììóòàòîð äâóõ ýëåìåíòîâ ξ1, ξ2 ∈ V óñòðîåí òàê: [ξ1, ξ2] =
ω(ξ1, ξ2)e, ãäå w ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà V .
Îïðåäåëèì ïîäàëãåáðó b ⊂ g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b = {ξ ∈ g | adξV ⊂ V }.
54



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

g = b⊕ V è b ∩ hm = Z(hm).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Annfrac(hm) = {f/g | f ∈ Ann(hm), g ∈ S(Z(g))} .

Ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ñèììåòðè÷åñêîé
àëãåáðû S(b) â Annfrac(hm):

κ : S(b) → Annfrac(hm), f 7→ f̃ ,

f̃(x) = f̃(b + v) = f(b + 1/2〈e, b〉lv),
ãäå x = b + v ðàçëîæåíèå äâîéñòâåííîå ê g = b⊕ V è lv ∈ b∗,
lv(β) = 〈ω−1(ad∗βv), v〉.
Ïóñòü F(b) � ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ â S(b).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F(b) çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è ñîäåðæèò S(Z(g)). Ïóñòü F̃(b) =
κ(F(b)) ⊂ Annfrac(hm). Êàê è âûøå, âîçüìåì �ïîëèíîìèàëü-
íóþ ÷àñòü� F̃pol(b) íàáîðà F̃(b):

F̃pol(b) =
{

f | f/g ∈ F̃(b)
}
⊂ Ann(hm).

Íàáîð F̃pol(b) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êîììóòàòèâíûì íàáîðîì â S(g).

3. Åñëè àëãåáðà Ëè g ïîëóïðîñòà èëè g = g0 ⊕ K, ãäå g0 ïî-
ëóïðîñòà, òî ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ â S(g)
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà. Â ïîëóïðî-
ñòîì ñëó÷àå ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî ïîëÿ
íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ò.ê. óñëîâèå ïîëíîòû ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ðàñøèðåíèè ïîëÿ. Ïîäðîáíîñòè è ïðèìåðû ìîæíî íàéòè
â [7].

Îïèñàííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò äåéñòâîâàòü ïî èíäóê-
öèè: â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîìó èõ òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ â ëåììå 1
ñëó÷àåâ óäîâëåòâîðÿåò àëãåáðà Ëè g, ìû ëèáî ñâîäèì çàäà÷ó ê àëãåá-
ðå Ëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ëèáî ñòðîèì ïîëíûé êîììóòàòèâíûé
íàáîð ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà.

55



1.7 Ïðèìåðû
Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìàëüíûé ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà äëÿ àëãåáðû
Ëè g íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K è äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ïîë-
íîòû êîììóòàòèâíîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ â P (g), ïîñòðîåííîãî ýòèì
ìåòîäîì, áûëè ìîòèâèðîâàíû òåì, ÷òî ýòî ïîìîæåò óïðîñòèòü àëãî-
ðèòì, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè Áîë-
ñèíîâà, íóæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà ïîëóïðîñòîé, è åñëè
íåò, òî äåëàòü øàã èíäóêöèè. Ôîðìàëüíûé ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà
ïîçâîëÿåò âìåñòî ïðîâåðêè ïîëóïðîñòîòû âû÷èñëÿòü êîðàçìåðíîñòü
ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê codim(gK̄)∗sing è äåëàòü èíäóêòèâíûé
øàã òîëüêî åñëè codim(gK̄)∗sing ≤ 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, âî âòîðîì ñëó÷àå
êîëè÷åñòâî øàãîâ èíäóêöèè ìåíüøå, ò.ê. äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû
Ëè codim(gK̄)∗sing = 3.

Òåïåðü åñòåñòâåííîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïðåäúÿâèòü ïðèìåð àëãåáðû
Ëè, äëÿ êîòîðîé ôîðìàëüíûé ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà äåéñòâèòåëü-
íî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî øàãîâ èíäóêöèè. Òàêîé ïðèìåð ïðè-
âåñòè íåòðóäíî: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü íå ïîëóïðîñòóþ àëãåáðó
Ëè íàä àáñòðàêòíûì ïîëåì, êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ
òî÷åê êîòîðîé áîëüøå 1.
Ïðèìåð 5. Ïóñòü L7,1 àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K, êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ êîòîðîé â áàçèñå {X1, . . . , X7} èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
[X1, X2] = X3, [X1, X3] = −X2, [X1, X5] = X6, [X1, X6] = −X5,
[X2, X3] = X1, [X2, X4] = −X6, [X2, X6] = X4, [X3, X4] = X5,
[X3, X5] = −X4, [Xj, X7] = Xj, 4 ≤ j ≤ 6.

Àëãåáðà L7,1 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé, òàê êàê îíà ñîäåðæèò àáåëåâ
èäåàë span{X4, X5, X6}. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè Áîëñèíîâà,
íåîáõîäèìî äåëàòü èíäóêòèâíûé øàã. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî
ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ (L∗7,1)sing = {x4 = x5 =
x6 = 0} è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîðàçìåðíîñòü 3. Ïîýòîìó, ñîãëàñ-
íî Òåîðåìå 11, êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ ïîñòðîåííûé ôîð-
ìàëüíûì ìåòîäîì ñäâèãà àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî èñêóññòâåííûì â òîì
ñìûñëå, ÷òî àëãåáðà Ëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä àáñòðàêòíûì ïîëåì, à
íå íàä �ïðèâû÷íûì� ïîëåì âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
�Íåòðèâèàëüíûì� ïðèìåðîì áûëà áû àëãåáðà Ëè g íàä R (èëè C)
òàêàÿ, ÷òî:
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(i) g íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðîé Ëè.

(ii) g íå ñîäåðæèò èäåàëà, èçîìîðôíîãî àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà. Ïî-
ýòîìó (ñ ó÷åòîì (i) è Ëåììû 1) ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíûé
èäåàë h C g, íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîìåðíûì öåíòðîì g. È, ñëåäî-
âàòåëüíî, íà ïåðâîì øàãå èíäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðà Ëè g̃
íàä äåéñòâèòåëüíî íîâûì ïîëåì K = R(h∗) (èëè K = C(h∗)).

(iii) Ìîæåò ñëó÷èòñÿ òàê, ÷òî êîììóòàòèâíûé èäåàë h ÿâëÿåòñÿ
ñëèøêîì áîëüøèì, ò.å. òàêèì, ÷òî åãî áàçèñ (ðàññìàòðèâàå-
ìûé êàê íàáîð ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ íà g∗) óæå îáðàçóåò ïîë-
íûé êîììóòàòèâíûé íàáîð â P (g) è ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó g̃
íåò íåîáõîäèìîñòè. Â ýòîì ïóíêòå ìû òðåáóåì, ÷òîáû ýòî áûëî
íå òàê: P (h) ⊂ P (g) íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé
ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

(iv) Àëãåáðà g̃ íå ïîëóïðîñòà è íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, òîãäà,
ñëåäóÿ àëãîðèòìó, íóæíî ñíîâà ïðèìåíÿòü èíäóêöèþ, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð â P (g̃).

(v) codim(g̃K̄)∗sing ≥ 2, òîãäà ôîðìàëüíûé ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà
ñðàçó äàåò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð â P (g̃).

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè âåùåñòâåííûõ
àëãåáð Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì (i)�(v).

1.7.1 Âåùåñòâåííûå àëãåáðû Ëè
ìàëîé ðàçìåðíîñòè

Â ñåðèè ðàáîò [42, 43, 44] áûëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ âåùåñòâåí-
íûõ àëãåáð Ëè äî ðàçìåðíîñòè 5 âêëþ÷èòåëüíî. Â [41] ïðèâåäåí ñïè-
ñîê âñåõ íèëüïîòåíòíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè 6. Â
ñòàòüå [46] áûëè âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ âñåõ ýòèõ àëãåáð. Ïðèäåðæèâàÿñü îáîçíà÷åíèé â [46],
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè ÷åðåç An,m, ãäå
n ðàçìåðíîñòü àëãåáðû, à m åå ïîðÿäêîâûé íîìåð â êëàññèôèêàöèè
àëãåáð òîé æå ðàçìåðíîñòè. Â ðàáîòå [21] äëÿ êàæäîé àëãåáðû An,m

áûë ïîñòðîåí ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ïîëèíîìîâ ìåòîäîì Ñà-
äýòîâà. Ñëåäóÿ [21], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 12.

1. Ëþáàÿ èç 9 òðåõìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè óäîâëåòâî-
ðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) A3,m ïîëóïðîñòà (â 2 ñëó÷àÿõ èç 9).
b) A3,m ñîäåðæèò áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë (â 7 ñëó-

÷àÿõ èç 9).

2. Ëþáàÿ èç 12 ÷åòûðåõìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) A4,m ñîäåðæèò èäåàë èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà (â
1 ñëó÷àå èç 12).

b) A4,m ñîäåðæèò áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë (â 10
ñëó÷àÿõ èç 12).

c) A4,m ñîäåðæèò êîììóòàòèâíûé èäåàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ
åå îäíîìåðíûì öåíòðîì, è àëãåáðà Ëè, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå
ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè, êîììóòàòèâíà (â 1 ñëó÷àå èç
12).

3. Ëþáàÿ èç 40 ïÿòèìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè óäîâëå-
òâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) A5,m ñîäåðæèò áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë (â 34
ñëó÷àÿõ èç 40).

b) A5,m ñîäåðæèò êîììóòàòèâíûé èäåàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ
åå îäíîìåðíûì öåíòðîì, è àëãåáðà Ëè, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå
ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè, êîììóòàòèâíà (â 3 ñëó÷àÿõ èç
40).

c) A5,m ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð: A5,25, A5,26,
A5,37.

4. Ëþáàÿ èç 22 øåñòèìåðíûõ âåùåñòâåííûõ íèëüïîòåíòíûõ
àëãåáð Ëè óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a) A6,m ñîäåðæèò áîëüøîé êîììóòàòèâíûé èäåàë (â 19
ñëó÷àÿõ èç 22).
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b) A6,m ñîäåðæèò êîììóòàòèâíûé èäåàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ
åå îäíîìåðíûì öåíòðîì, è àëãåáðà Ëè, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå
ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè, êîììóòàòèâíà (â 3 ñëó÷àÿõ èç
22).

Òàêèì îáðàçîì, èç âñåãî ñïèñêà âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè ìàëûõ
ðàçìåðíîñòåé ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü �íåòðèâèàëüíîãî� ïðèìåðà ìî-
ãóò òîëüêî òðè àëãåáðû: A5,25, A5,26, A5,37. Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.

• Àëãåáðû A5,25 è A5,26

Òàáëèöû Êýëè ýòèõ àëãåáð (òî÷íåå ñåìåéñòâ àëãåáð) èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

A5,25 :

0 0 0 0 2pe1

0 0 e1 0 pe2 + e3

0 −e1 0 0 pe3 − e2

0 0 0 0 be4

−2pe1 −pe2 − e3 −pe3 + e2 −be4 0

p ∈ R, b 6= 0.

A5,26 :

0 0 0 0 2pe1

0 0 e1 0 pe2 + e3

0 −e1 0 0 pe3 − e2

0 0 0 0 εe1 + 2pe4

−2pe1 −pe2 − e3 −pe3 + e2 −εe1 − 2pe4 0
p ∈ R, ε = ±1.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêöèè Áîëñèíîâà, àëãåáðû Ëè A5,25 è
A5,26 óñòðîåíû ñîâåðøåííî îäèíàêîâî: ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâ-
íûé èäåàë (h = span {e1, e4}) òàêîé, ÷òî àëãåáðà g̃ ïîëó÷åííàÿ
ïîñëå ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè òðåõìåðíà (íàä K = R(e1, e4)) è
èìååò ñëåäóþùóþ òàáëèöó Êýëè:

g̃ :
0 0 0
0 0 f1

0 −f1 0

Î÷åâèäíî,
codim(g̃K̄)∗sing = 1,
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ïîýòîìó ôîðìàëüíûé ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà ïîëíîãî íàáî-
ðà â P (g̃) íå äàåò. Íà ñàìîì äåëå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð â P (g̃) äîñòàòî÷íî âçÿòü êîì-
ìóòàòèâíûé èäåàë íàòÿíóòûé íà ïåðâûå äâà âåêòîðà.

• Àëãåáðà A5,37

Òàáëèöû Êýëè ýòîé àëãåáðû Ëè:

A5,37 :

0 0 0 2e1 0
0 0 e1 e2 −e3

0 −e1 0 e3 e2

−2e1 −e2 −e3 0 0
0 e3 −e2 0 0

Àëãåáðà Ëè A5,37 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé, ïîýòîìó, ñëåäóÿ
îáùåìó àëãîðèòìó, ìû äîëæíû äåëàòü øàã èíäóêöèè. Â A5,37
åñòü îäíîìåðíûé êîììóòàòèâíûé èäåàë h = span {e1}, íå ÿâ-
ëÿþùèéñÿ öåíòðîì. Àëãåáðà Ëè g̃, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ïåðâîãî
øàãà èíäóêöèè, ÷åòûðåõìåðíà íàä K = R(e1) è èìååò ñëåäóþ-
ùóþ òàáëèöó Êýëè:

g̃ :

0 0 0 0
0 0 f1 −f3

0 −f1 0 f2

0 f3 −f2 0

Î÷åâèäíî, ÷òî g̃ ñíîâà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé, è ïîýòîìó
ìû îïÿòü äîëæíû ïðèìåíÿòü øàã èíäóêöèè. Â g̃ åñòü èäåàë
èçîìîðôíûé àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà, h̃ = span {f1, f2, f3}, ïðè÷åì
öåíòð èäåàëà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì àëãåáðû, Z(h̃) = Z(g̃). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû,

codim(g̃K̄)∗sing = 3,

ïîýòîìó ôîðìàëüíûé ìåòîä ñäèãà àðãóìåíòà ñðàçó äàåò ïîë-
íûé êîììóòàòèâíûé íàáîð â P (g̃).
Îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

codim(A5,37
C)∗sing = 3.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñðàçó ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé ìåòîä ñäâè-
ãà àðãóìåíòà è ïîëó÷èòü ïîëíûé íàáîð ïîëèíîìîâ â P (A5,37).
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Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè ìàëîé ðàçìåðíî-
ñòè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà àëãåáðà Ëè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì
(i)-(v). Äëÿ àëãåáðû A5,37 ïðèìåíåíèå ôîðìàëüíîãî ìåòîäà ñäâèãà
àðãóìåíòà óìåíüøàåò ÷èñëî øàãîâ èíäóêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùåé
êîíñòðóêöèåé Áîëñèíîâà. Îäíàêî, â ñëó÷àå ýòîé àëãåáðû ìîæíî ñ
ñàìîãî íà÷àëà ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà è
âîîáùå èçáåæàòü øàãîâ èíäóêöèè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæåò
ëè â ïðîöåññå èíäóêöèè óâåëè÷èâàòüñÿ êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà
ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê? Òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè àëãåáðà Ëè g (ñêàæåì
íàä R) òàêàÿ, ÷òî

codim(gC)∗sing < codim(g̃K̄)∗sing.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé: íàïðèìåð, àëãåáðà A6,21. Ýòî
åäèíñòâåííûé ïðèìåð ñðåäè àëãåáð ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

A6,21 :

0 e3 0 0 e6 0
−e3 0 e4 e5 0 0
0 −e4 0 e6 0 0
0 −e5 −e6 0 0 0
−e6 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

codim(A6,21
C)∗sing = 1,

Ïîñëå øàãà èíäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äâóìåðíàÿ àëãåá-
ðà Ëè, ò.å codim(g̃K̄)∗sing = 2. Ñóùåñòâóþò òàêæå àëãåáðû Ëè, äëÿ êî-
òîðûõ êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê íàîáîðîò óìåíü-
øàåòñÿ.
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Ãëàâà 2

Ãåîìåòðèÿ
èíòåãðèðóåìûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ
Ñóùåñòâóåò õîðîøî èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ïî ñïåêòðó èõ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà, êîòî-
ðàÿ, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â 1966 ã. â ðàáîòå
[40] â âèäå çíàìåíèòîãî âîïðîñà: �Can one hear the shape of a drum?�1.
Ïðîáëåìà ñîñòîèò â ýêâèâàëåíòíîñòè èçîñïåêòðàëüíîñòè è èçîìåò-
ðè÷íîñòè ìíîãîîáðàçèé: áóäóò ëè ìíîãîîáðàçèÿ èìåþùèå îäèíàêî-
âûé ñïåêòð èçîìåòðè÷íû? Â îáùåì ñëó÷àå îòâåò çàâèñèò îò ãåîìåò-
ðèè ìíîãîîáðàçèÿ [35]. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷à îá îïèñàíèè ñïåêòðà
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.

Âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèÿ íà-
÷àòûå À. Â. Áîëñèíîâûì, È. À. Òàéìàíîâûì, À. Ï. Âåñåëîâûì è
Õ. Ð. Äóëëèíûì â ðàáîòàõ [8, 9, 34].

1�Ìîæíî ëè óñëûøàòü ôîðìó áàðàáàíà?�
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2.1 Íàäñòðîéêè àâòîìîðôèçìîâ òîðîâ
Çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn+1

A íàçûâàåòñÿ íàäñòðîéêîé àâòîìîð-
ôèçìà A : Tn → Tn, åñëè ñóùåñòâóåò ðàññëîåíèå

p : Mn+1
A

Ay
Tn−→ S1

ìíîãîîáðàçèÿ íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì òîð Tn, òàêîå, ÷òî ìî-
íîäðîìèÿ ðàññëîåíèÿ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A ∈ SL(n,Z).

Ìíîãîîáðàçèå Mn+1
A îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðîñòåé-

øèé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ñ

A =

(
1 1
0 1

)

áûë ðàññìîòðåí Ë. Áàòëåðîì [36]. Â ýòîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà
àíàëèòè÷åñêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M 3

A, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê êîòî-
ðîé èíòåãðèðóåì ïî Ëèóâèëëþ ïðè ïîìîùè ãëàäêèõ èíòåãðàëîâ, íî
íåèíòåãðèðóåì â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå áûëî äîêàçàíî ïðè ïîìîùè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé
ê àíàëèòè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè, íàéäåííûõ È. À. Òàéìàíîâûì
[28, 29]. Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé íå ìåøàþò ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîñòè.

Ã. Ï. Ïàòåðíàéí [47, 48] äîêàçàë, ÷òî åñëè ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê
íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè èíòåãðèðóåì, òî, ïðè âûïîëíåíèè íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà
íóëþ. Îí òàêæå ïðåäïîëîæèë, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ èíòå-
ãðèðóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè âñå-
ãäà ðàâíà íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ â ïðèìåðå
Áàòëåðà íóëåâàÿ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãèïîòåçîé Ïàòåðíàéíà.

À. Â. Áîëñèíîâ è È. À. Òàéìàíîâ [8] îïðîâåðãëè ýòó ãèïîòåçó äëÿ
ãëàäêîãî ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåâ ìíîãîîáðàçèå M 3

A ñ àâòîìîðôèçìîì

A =

(
2 1
1 1

)
.

Îáîáùèâ êîíñòðóêöèþ Áàòëåðà, îíè ïîñòðîèëè ïåðâûé ïðèìåð C∞-
èíòåãðèðóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ ñëó-
÷àÿ n > 2 [9].
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Êâàíòîâûì àíàëîãîì çàäà÷è îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêî-
ãî ïîòîêà íà ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïåêòðà è ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà. Â ñòàòüå [34] àâòîðàìè
ïîñòðîåí áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(M

3
A), ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïðè
ïîìîùè ðåøåíèé òàê íàçûâàåìîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Ìàòüå.

Âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîìåðíóþ
ñèòóàöèþ n > 2 è îïèñûâàåì ñïåêòð è ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà
Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà L2(M

n+1
A ) â òåðìèíàõ ðåøåíèé îäíîìåðíîãî

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

2.2 Ïîñòðîåíèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà Mn+1
A

Íàäñòðîéêó àâòîìîðôèçìà òîðà Mn+1
A ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì öèëèíäð Cn+1 = Tn × R. Ïóñòü x =
(x1, . . . , xn) ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû íà Tn îïðåäåëåííûå ïî ìîäó-
ëþ 1, è z êîîðäèíàòà íà ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå äèñêðåòíîé
ãðóïïû Z íà öèëèíäðå, ïîðîæäåííîå ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì
TA

TA : (x, z) 7→ (Ax, z + 1), (2.1)
ãäå öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì òîðà A :
Tn → Tn. Òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå Mn+1

A îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ôàêòîð öèëèíäðà ïî ýòîìó äåéñòâèþ Mn+1

A = Cn+1/Z.
Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A ∈ SL(n,Z) ÿâëÿåòñÿ

ãèïåðáîëè÷åñêîé ìàòðèöåé (ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó äëÿ
ëþáîãî åå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ âûïîëíåíî |λ| 6= 1) ñ ïîëîæè-
òåëüíûì ñïåêòðîì Spec(A) ⊂ R+.

Âìåñòî ñòàíäàðòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) íà òî-
ðå Tn = Rn/Zn íàì áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ëèíåéíûìè
êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå áóäóò ñîãëàñîâàíû ñ äåéñòâèåì ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà A. Ïóñòü ñïåêòð Spec(A) = {λ1, . . . , λk} è nα

� êðàòíîñòü cîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λα, α = 1, ..., k. Òîãäà â íåêî-
òîðîì áàçèñå {fi}n

i=1 (ñîñòîÿùåì èç ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
âåêòîðîâ) ìàòðèöà A áóäåò èìåòü æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó:
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A =




B1 0 . . . 0
0 B2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Bk


 ,

ãäå Bα � æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà nα

Bα =




λα 1 . . . 0

0 λα
. . . ...

... . . . . . . 1
0 . . . 0 λα


 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (u1, . . . , un) êîîðäèíàòû íà òîðå ñîîòâåòñòâóþùèå
áàçèñó {fi}n

i=1. Çàìåòèì, ÷òî íîâûå êîîðäèíàòû íå ÿâëÿþòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêèìè íà òîðå : u = (u1, . . . , un) è û = (û1, . . . , ûn) îïðåäåëÿ-
þò îäíó è òóæå òî÷êó íà Tn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u − û =
a1e1 + . . .+ anen, ãäå ai ∈ Z è {ei} � áàçèñ ðåøåòêè Γ àññîöèèðîâàí-
íîé ñ Tn.

Ðèìàíîâó ìåòðèêó íà Mn+1
A ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà-

÷àëà îïðåäåëèì ìåòðèêó íà öèëèíäðå Cn+1, ïîëîæèì:

ds2 = gij(z)duiduj + dz2,

ãäå
G(z) = (gij(z)) =

(
e−z ln A

)T
G0 e−z ln A.

Çäåñü G0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷-
íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n (ìàòðèöà ìåòðèêè íà íóëåâîì ñëîå {z = 0}),
à ln A � âåùåñòâåííàÿ îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ëîãàðèôìà, êîòîðàÿ ñó-
ùåñòâóåò, òàê êàê Spec(A) ⊂ R+. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òà-
êèì îáðàçîì ìåòðèêà íà öèëèíäðå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñè-
òåëüíî îïèñàííîãî äåéñòâèÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
ìåòðèêà ðåäóöèðóåòñÿ äî ìåòðèêè íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå Mn+1

A =
Cn+1/Z.
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2.3 Îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà Mn+1
A

Îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà � ýòî îïåðàòîð ∆ = div grad, êîòî-
ðûé íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

∆ =
1√

detG
∂i(g

ij
√
detG ∂j),

ãäå ∂i � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî i-é êîîðäèíàòå, G � ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð è gij � êîìïîíåíòû îáðàòíîãî òåíçîðà â ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàòàõ.

Â íàøåì ñëó÷àå detG = detG0, òàê êàê ìàòðèöà A óíèìîäó-
ëÿðíà, ïîýòîìó â êîîðäèíàòàõ (u1, . . . , un, z) îïåðàòîð Áåëüòðàìè-
Ëàïëàñà íà ìíîãîîáðàçèè Mn+1

A çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∆ = gij(z)
∂2

∂ui∂uj
+

∂2

∂z2 ,

ãäå
G−1(z) = (gij(z)) = ez ln A G−1

0

(
ez ln A

)T
.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

G−1(z) =




ez ln B1 G11
0 ez ln BT

1 . . . ez ln B1 G1k
0 ez ln BT

k

... . . . ...
ez ln Bk Gk1

0 ez ln BT
1 . . . ez ln Bk Gkk

0 ez ln BT
k


 ,

ãäå G−1
0 = (Gαβ

0 ) ðàçáèåíèå íà ïîäìàòðèöû, èíäóöèðîâàííîå ðàçáè-
åíèåì ìàòðèöû A íà æîðäàíîâû êëåòêè.

Ìàòðèöà ez ln Bα Gαβ
0 ez ln BT

β ∈ Mat(nα, nβ) è èìååò âèä:

ez ln Bα Gαβ
0 ez ln BT

β = ez ln λαλβPαβ(z),

Pαβ(z) ∈ Mat(nα, nβ).

Ýëåìåíòû pαβ
ij ìàòðèöû Pαβ(z) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò êîîðäèíàòû

z, ñòåïåíè êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå:
nα + nβ − 2 . . . . . . . . . nα − 1

... . . . . . . . . . ...

... . . . 4 3 2

... . . . 3 2 1
nβ − 1 . . . 2 1 0
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deg pαβ
ij (z) = nα + nβ − i− j

Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ (u1, . . . , un, z) îïåðàòîð Áåëüòðàìè-
Ëàïëàñà íà Mn+1

A èìååò âèä

∆ =

(k,k)∑

α,β=1

(nα,nβ)∑
i,j=1

ez ln λαλβpαβ
ij (z)

∂2

∂uξ∂uη
+

∂2

∂z2 . (2.2)

ξ = ξ(α, i) =
α−1∑
s=1

ns + i, η = η(β, j) =

β−1∑
s=1

ns + j.

Çäåñü èíäåêñû α è β îïðåäåëÿþò ïîäìàòðèöó â G−1(z), à èíäåêñû i
è j � ýëåìåíò âíóòðè ýòîé ïîäìàòðèöû.

2.4 Ñïåêòð è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà

Êâàíòîâûì àíàëîãîì çàäà÷è îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïî-
òîêà ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïåê-
òðà è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà, îòâå÷à-
þùåãî ýòîé ìåòðèêå

−∆Ψ = EΨ. (2.3)
Â íàøåì ñëó÷àå, Ψ ∈ L2(M

n+1
A ), à ∆ � îïèñàííûé âûøå îïåðàòîð

Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà L2(M
n+1
A ).

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ∆ çàâèñÿò òîëüêî îò z, òî âïîëíå åñòå-
ñòâåííî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå è èñêàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ∆ â
âèäå:

Ψγ(u, z) = e2πi〈γ,u〉F (z), (2.4)
ãäå γ =

∑n
i=1 γie

∗
i ∈ Γ∗, (γi ∈ Z) ýëåìåíò äâîéñòâåííîé ðåøåòêè

òîðà, à F ∈ L2(R). Çàìåòèì, ÷òî ñïàðèâàíèå 〈γ, u〉 îïðåäåëåíî ïî
ìîäóëþ Z: 〈γ, u〉 = 〈γ, u +

∑n
i=1 aiei〉 = 〈γ, u〉 +

∑n
i=1 γiai. Íî, òàê

êàê e2πiZ = 1, òî ôóíêöèÿ Ψγ(u, z) îïðåäåëåíà êîððåêòíî íà Mn+1
A .

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (2.4) â óðàâíåíèå (2.3), (2.2), ïîëó÷èì:

−d2F (z)

dz2 + Qγ(z)F (z) = EF (z), (2.5)
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Qγ(z) = (2π)2
(k,k)∑

α,β=1

(nα,nβ)∑
i,j=1

ez ln λαλβpαβ
ij (z)〈γ, fξ〉〈γ, fη〉. (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ïîèñêå ñïåêòðà è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà íà SOL-ìíîãîîáðàçèè Mn+1

A ñâåëàñü
ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (2.5) íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèà-
ëîì Qγ(z). Â ñëó÷àå n = 2, óðàâíåíèå (2.5) ïðèâîäèòñÿ ê òàê íàçû-
âàåìîìó ìîäèôèöèðîâàííîìó óðàâíåíèþ Ìàòüå [34].

Ñâîéñòâà îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (2.5) õîðîøî èçó-
÷åíû. Èçâåñòíî [2], ÷òî åñëè ïîòåíöèàë Qγ(z) → +∞ ïðè |z| →
∞, òî ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé Fk(z), k ∈ N îïåðàòîðà− d2

dz2+Qγ(z), ïðèíàäëåæàùèõ L2(R),
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ Ek → +∞ ïðè k →∞.

Ëåììà 8. Åñëè γ 6= 0, òî Qγ(z) → +∞ ïðè |z| → ∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

Qγ(z) = (2π)2 · (〈γ, f1〉, . . . , 〈γ, fn〉) G−1(z)



〈γ, f1〉...
〈γ, fn〉


 .

Ïîýòîìó Qγ(z) > 0 ïðè γ 6= 0, òàê êàê ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà è âåêòîð (〈γ, f1〉, . . . , 〈γ, fn〉) 6= 0 ïðè γ 6= 0.

Ïóñòü z → +∞ (ñëó÷àé z → −∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë Qγ(z) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèåé ôóíêöèé âèäà eµzq(z), ãäå µ ∈ R, à q(z) � ïîëèíîì. Ïîýòîìó,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè (ïîñëå ïðèâåäåíèÿ âñåõ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ) íàéäåòñÿ
ñëàãàåìîå òàêîå, ÷òî µ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà, â çàâèñèìîñòè
îò ïîëèíîìèàëüíî ñîìíîæèòåëÿ, ýòî ñëàãàåìîå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê
±∞, à ñëåäîâàòåëüíî è Qγ(z) → ±∞. Íî òàê êàê Qγ(z) > 0, òî
îñòàíåòñÿ ëèøü âîçìîæíîñòü Qγ(z) → +∞. Äîêàæåì, ÷òî òàêîå
ñëàãàåìîå ñóùåñòâóåò.

Ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì äåéñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðà-
òîð A, ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

Rn = V −
A ⊕ V +

A ,

V −
A = ⊕λ<1Vλ, V +

A = ⊕λ>1Vλ.

×åðåç Vλ îáîçíà÷åíî êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå λ.
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Ëåììà 9. Åñëè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ∈ SL(n,Z), òî

Ann(V +
A ) ∩ Γ∗ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Rn = V −
A ⊕ V +

A , òî Ann(V +
A ) = (V −

A )∗.
Ïîýòîìó èìååì:

Ann(V +
A ) ∩ Γ∗ = (V −

A )∗ ∩ Γ∗ = (V −
A ∩ Γ)∗.

Òàê êàê V −
A ∩ Γ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóïïû Rn è ìíî-

æåñòâî åå òî÷åê äèñêðåòíî, òî V −
A ∩Γ ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé [10]. Êðîìå

òîãî, V −
A ∩ Γ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Òàêèì îáðàçîì, V −

A ∩ Γ
� A-èíâàðèàíòíàÿ ïîäðåøåòêà Γ.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé v ∈ V −
A ∩ Γ. Òîãäà Anv ∈ V −

A ∩ Γ,
äëÿ ëþáûõ n ∈ N. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê ìíîæåñòâî V −

A ∩ Γ
äèñêðåòíî, ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ U â Rn òàêàÿ,
÷òî îíà íå ñîäåðæèò íè îäíîé òî÷êè èç V −

A ∩Γ. À ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òàê êàê V −

A ñîñòîèò èç âåêòîðîâ v äëÿ êîòîðûõ Anv → 0 ïðè n →∞,
äëÿ âñåõ n íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî Anv ∈ U . Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó
V −

A ∩ Γ = 0, à ñëåäîâàòåëüíî è Ann(V +
A ) ∩ Γ∗ = 0.

Èç Ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè γ 6= 0 äâîéñòâåííîé
ðåøåòêè â áàçèñå {fi}n

i=1 ñóùåñòâóåò âåêòîð f0 ∈ Vλ0
⊂ V +

A , äëÿ
êîòîðîãî 〈γ, f0〉 6= 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
f0 = f1 è λ0 = λ1. Òîãäà

Qγ(z) = (2π)2e2z ln λ1p11
11(z)〈γ, f1〉2 + . . .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîëèíîì p11
11(z) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì

íóëåì, òàê êàê p11
11(0) = (G−1

0 )11 > 0 êàê äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû G−1

0 .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó γ ∈ Γ∗ \ {0} ìû ñîïîñòàâè-
ëè ñåðèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà íà öèëèíäðå Cn+1:

γ 7→ (Ψγ,k, Eγ,k),

Ψγ,k(u, z) = e2πi〈γ,u〉Fγ,k(z).

Îäíàêî, ôóíêöèè Ψγ,k íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûìè ôóíê-
öèÿìè íà Mn+1

A = Cn+1/Z, òàê êàê îíè íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
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äåéñòâèÿ (2.1) äèñêðåòíîé ãðóïïû íà öèëèíäðå. Åñòåñòâåííûì ñîîá-
ðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ óñðåäíèòü ôóíêöèè ïî ýòîìó äåéñòâèþ, òî åñòü
âìåñòî Ψγ,k ðàññìîòðåòü ðÿä

Ψγ,k(u, z) 7→
∑

n∈Z
Ψγ,k(A

nu, z + n) =: Ψ̃γ,k(u, z). (2.7)

Ïðåîáðàçîâàíèå (u, z) 7→ (Au, z + 1) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ñëåäîâà-
òåëüíî, îíî ñîõðàíÿåò îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ψ

(n)
γ,k(u, z) :=

Ψγ,k(A
nu, z + n) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) ñ òåì æå ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì Eγ,k.
Òåïåðü õî÷åòñÿ íàïèñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

∆Ψ̃γ,k(u, z) = ∆
∑

n∈Z
Ψγ,k(A

nu, z + n) =
∑

n∈Z
∆Ψγ,k(A

nu, z + n)

=
∑

n∈Z
Eγ,kΨγ,k(A

nu, z + n) = Eγ,kΨ̃γ,k(u, z).
(2.8)

×òîáû ýòè ðàâåíñòâà èç ôîðìàëüíûõ ïðåâðàòèëèñü â îñìûñëåí-
íûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ðÿä (2.7) ñõîäèòñÿ ê
ôóíêöèè, êîððåêòíî îïðåäåëåííîé íà Mn+1

A , è ÷òî îïåðàòîð Áåëüòðà-
ìè�Ëàïëàñà êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé ñóììèðîâàíèÿ.

Èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ−d2f(z)
dz2 +v(z)f(z) =

0, ãäå v(z) → +∞ ïðè |z| → +∞, âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1. Äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò M òàêîå, ÷òî |f(z)| ≥ eα|z| ïðè
|z| ≥ M ;

2. Äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò M òàêîå, ÷òî |f(z)| ≤ e−α|z| ïðè
|z| ≥ M .

Â íàøåì ñëó÷àå (2.5), â ñèëó Ëåììû 8, v(z) = Qγ(z)−E → +∞ ïðè
|z| → +∞. Êðîìå òîãî, âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Fγ,k(z) ∈ L2(R),
ïîýòîìó, äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ðàñòóùèì ïî-
òåíöèàëîì ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî ñëó÷àé 2.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò M = M(γ, k) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
|z| > M âûïîëíåíî

|Fγ,k(z)| ≤ e−|z|. (2.9)
Äîêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé, îáîñíîâûâàþùèõ
ðàâåíñòâà (2.8).
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Ëåììà 10. Ðÿä ∑
n∈Z

Ψ
(n)
γ,k(u, z) =

∑
n∈Z

Ψγ,k(A
nu, z + n) ñõîäèòñÿ ïî-

òî÷å÷íî íà öèëèíäðå Cn+1 = Tn × R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (u0, z0) ∈ Cn+1. Òîãäà

|
∑

n∈Z
Ψγ,k(A

nu0, z0+n)| = |
∑

n∈Z
e2πi〈γ,Anu0〉Fγ,k(z0+n)| ≤

∑

n∈Z
|Fγ,k(z0+n)|.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (2.9), èìååì:

∑

n∈Z
|Fγ,k(z0 + n)| ≤ (ez0 + e−z0)e−M−1 e

e− 1
+

M∑

n=−M

|Fγ,k(z0 + n)|.

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò óòâåð-
æäåíèå ëåììû 10.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ψ̃γ,k ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé
ôóíêöèåé íà Cn+1. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ψ̃γ,k ÿâëÿåòñÿ òàê-
æå ôóíêöèåé è íà ôàêòîðå Cn+1/Z, òàê êàê îíà èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (u, z) 7→ (Au, z + 1).

Ëåììà 11.

1. Ðÿä
∑
n∈Z

Ψ
(n)
γ,k(u, z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Tn × [0, 1];

2. Ψ
(n)
γ,k(u, z) ∈ L2(Cn+1) ⊂ L2(Tn × [0, 1]);

3. Ψ̃γ,k ∈ L2(M
n+1
A ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îñòàòîê ðÿäà ðàâíîìåðíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ
íà Tn×[0, 1]. Èç äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 10 ñëåäóåò, ÷òî îñòàòîê ðÿäà

∑

|n|>M

Ψ
(n)
γ,k(u, z) ≤ (ez + e−z)

e−M

e− 1
.

Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ z ∈ [0, 1] ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
M . Ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè M → ∞, ÷òî äîêàçûâàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Äàëåå,
∫

Tn×[0,1]

|Ψ(n)
γ,k|2 dudz ≤

∫

Cn+1

|Ψ(n)
γ,k|2 dudz

= area(Tn)

∫

R

|Fγ,k(z + n)|2dz = area(Tn) · ||Fγ,k||2L2(R) < ∞.

Èç ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

Ψ̃γ,k ∈ L2(Tn × [0, 1]).

Ïðîñòðàíñòâî Mn+1
A = Cn+1/Z ïîëó÷àåòñÿ èç Tn × [0, 1] îòîæäåñòâ-

ëåíèåì ãðàíè÷íûõ òîðîâ ïîñðåäñòâîì àâòîìîðôèçìà çàäàâàåìîãî
ìàòðèöåé A ∈ SL(n,Z). Ïîýòîìó

∫

Mn+1
A

|Ψ̃γ,k|2 ≤
∫

Tn×[0,1]

|Ψ̃γ,k|2,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Èç Ëåìì 10, 11 è òîãî, ÷òî ∆Ψ
(n)
γ,k(u, z) = Eγ,kΨ

(n)
γ,k(u, z) ñëåäóåò,

÷òî îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñ îïåðàöèåé
ñóììèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà ðàâåíñòâ (2.8) îáîñíîâàíà è ïåðåõîä îò
ôóíêöèé Ψγ,k íà öèëèíäðå ê ôóíêöèÿì Ψ̃γ,k íà ôàêòîðå Mn+1

A =
Cn+1/Z êîððåêòåí.

Èòàê, êàæäîìó ýëåìåíòó γ ∈ Γ∗\{0} äâîéñòâåííîé ðåøåòêè òîðà
Tn ìû ñîïîñòàâèëè ñåðèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è �íàñòîÿùèõ� ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè íà ïðîñòðàíñòâå
L2(M

n+1
A ):

γ 7→ (Ψ̃γ,k(u, z), Eγ,k),

Ψ̃γ,k(u, z) =
∑

n∈Z
Ψγ,k(A

nu, z + n) =
∑

n∈Z
e2πi〈γ,Anu〉Fγ,k(z + n).

Ðàññìîòðèì òåïåðü åñòåñòâåííîå äåéñòâèå öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû
{A∗} ⊂ SL(n,Z) íà Γ∗. ×åðåç [γ] îáîçíà÷èì îðáèòó ýòîãî äåéñòâèÿ:

[γ] = {(A∗)nγ, n ∈ Z}.
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Ëåììà 12. Åñëè òî÷êè ðåøåòêè γ1, γ2 ∈ Γ∗ \ {0} ïðèíàäëåæàò
îäíîé îðáèòå äåéñòâèÿ {A∗} : Γ∗, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó γ1, γ2 ëåæàò íà îäíîé îðáèòå, òî ñóùå-
ñòâóåò N ∈ Z òàêîå, ÷òî γ2 = (A∗)Nγ1. Òîãäà

Ψ̃γ2,k(u, z) =
∑

n∈Z
Ψ(A∗)Nγ1,k(A

nu, z + n).

Ëåììà 13. ΨA∗γ,k(u, z) = Ψγ,k(Au, z + 1).
Äîêàçàòåëüñòâî.

ΨA∗γ,k(u, z) = e2πi〈A∗γ,u〉FA∗γ,k(z) = e2πi〈γ,Au〉FA∗γ,k(z).

Ôóíêöèÿ FA∗γ,k ÿâëÿåòñÿ k-ûì ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì QA∗γ.

QA∗γ(z) = (2π)2gij(z)〈A∗γ, fi〉〈A∗γ, fj〉
= (2π)2(〈A∗γ, f1〉, . . . , 〈A∗γ, fn〉) · G−1(z) · (〈A∗γ, f1〉, . . . , 〈A∗γ, fn〉)T

= (2π)2(〈γ,Af1〉, . . . , 〈γ, Afn〉) · G−1(z) · (〈γ, Af1〉, . . . , 〈γ,Afn〉)T

= (2π)2(〈γ, f1〉, . . . , 〈γ, fn〉) · AG−1(z)AT · (〈γ, f1〉, . . . , 〈γ, fn〉)T

= (2π)2(〈γ, f1〉, . . . , 〈γ, fn〉) · G−1(z + 1) · (〈γ, f1〉, . . . , 〈γ, fn〉)T

= (2π)2gij(z + 1)〈γ, fi〉〈γ, fj〉 = Qγ(z + 1).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ FA∗γ,k(z) ÿâëÿåòñÿ k-ûì ðåøåíèåì îäíî-
ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì QA∗γ(z) = Qγ(z+1).
Ñëåäîâàòåëüíî FA∗γ,k(z) = Fγ,k(z + 1). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

ΨA∗γ,k(u, z) = e2πi〈γ,Au〉Fγ,k(z + 1) = Ψγ,k(Au, z + 1).

Ëåììà 13 äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ Ëåììó 11 ïîëó÷àåì:

Ψ̃γ2,k(u, z) =
∑

n∈Z
Ψ(A∗)Nγ1,k(A

nu, z + n)

=
∑

n∈Z
Ψγ1,k(A

n+Nu, z + n + N) = Ψ̃γ1,k(u, z).

Ëåììà 12 äîêàçàíà.

73



Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ïàðàìåòðèçóþòñÿ íå òî÷êàìè äâîé-
ñòâåííîé ðåøåòêè, à öåëûìè îðáèòàìè:

[γ] 7→ (Ψ[γ],k, E[γ],k),

Ψ[γ],k(u, z) := Ψ̃γ,k(u, z) =
∑

n∈Z
Ψγ,k(A

nu, z + n). (2.10)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé γ = 0. Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà (2.5) ïðèíèìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:

d2F (z)

dz2 + EF (z) = 0.

Ïîýòîìó ïðè γ = 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

(1, 0), (cos kπz, (πk)2), (sin kπz, (πk)2).

Òåîðåìà 13. Íàáîð ôóíêöèé {Ψ[γ],k, γ ∈ Γ∗\{0}}∪{1, cos kπz, sin kπz}
ãäå k ∈ N îáðàçóåò ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðà-
ìè â ïðîñòðàíñòâå L2(M

n+1
A ). Ïðè ýòîì ôóíêöèè Ψ[γ],k îòâå÷àåò

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E[γ],k, ÿâëÿþùååñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì Qγ(z) (2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îðòîãîíàëüíîñòü è íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ôóíêöèé
î÷åâèäíà. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûé íàáîð ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â L2(M

n+1
A ).

Èçâåñòíî [3, 25], ÷òî åñëè M � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-
çèå, òî â L2(M) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé
èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòî-
ðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà (ýòî ñëåäóåò èç ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà).
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñ-
ëè ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Φ ∈ L2(Mn+1

A ) îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì
èç íàøåãî íàáîðà, òî îíà, íà ñàìîì äåëå, òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ
[20].

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îêðóæíîñòè S1 = T1, ñèñòåìà ôóíêöèé

{φγ(u) = e2πi〈γ,u〉, γ ∈ Γ∗}
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îáðàçóåò ïîëíûé îðòîãîíàëüíûé íàáîð â L2(Tn), Tn = Rn/Γ [20].
Ïîýòîìó êàæäûé ýëåìåíò Φ ∈ L2(M

n+1
A ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ðÿäà
Φ(u, z) =

∑

γ∈Γ∗
e2πi〈γ,u〉cγ(z).

Ýòî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè Φ ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {φγ} . Êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå cγ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

cγ(z) =
1

||φγ||2L2(Tn)

∫

Tn

Φ(u, z)φγ(u)dµ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü Φ êàê ôóíêöèþ
íà öèëèíäðå Cn+1. Òîãäà cγ áóäåò íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé íà
ïðÿìîé.
Ëåììà 14. Åñëè γ 6= 0, òî cγ ∈ ÃL2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Φ ∈ L2(Mn+1
A ), òî Φ(Au, z + 1) = Φ(u, z).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

γ∈Γ∗
e2πi〈γ,u〉cγ(z) =

∑

γ∈Γ∗
e2πi〈γ,Au〉cγ(z + 1)

=
∑

γ∈Γ∗
e2πi〈A∗γ,u〉cγ(z + 1) =

∑

γ∈Γ∗
e2πi〈γ,u〉c(A∗)−1γ(z + 1).

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

cγ(z + 1) = cA∗γ(z).

Èëè â áîëåå îáùåì âèäå

cγ(z + n) = c(A∗)nγ(z), n ∈ Z.

Åñëè γ 6= 0, òî èç ãèïåðáîëè÷íîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò, ÷òî (A∗)nγ →
∞ ïðè n → ±∞. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå òåì
áûñòðåå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ÷åì ëó÷øå äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà
ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
èìååò k ïðîèçâîäíûõ, òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå cn óäîâëåòâîðÿþò
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ñëåäóþùåé îöåíêå: cn = o
(

1
|n|k

)
ïðè n → ±∞ [1]. Ïîýòîìó â íàøåì

ñëó÷àå áóäåì èìåòü

c(A∗)nγ(z) = o

(
1

|(A∗)nγ|k
)

= o

(
1

(Λn)k

)
, n → ±∞,

ãäå Λ ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Â ñèëó ãè-
ïåðáîëè÷íîñòè Λ > 1. Èç ýòîé îöåíêè è ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû cγ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè
äîñòàòî÷íî áûñòðî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèíàäëåæàòü L2(R).

Ïóñòü òåïåðü Φ îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì {Ψ[γ0],k, γ0 ∈ Γ∗ \
{0}}. Òîãäà èìååì

0 = 〈Φ, Ψ[γ0],k〉L2(Mn+1
A ) =

∫

Mn+1
A

Φ(u, z)Ψ̄[γ0],k(u, z)dσ

=

∫

Mn+1
A

∑

γ∈Γ∗
e2πi〈γ,u〉cγ(z)

∑

n∈Z
e−2πi〈(A∗)nγ0,u〉F̄(A∗)nγ0,k(z)dσ

=

1∫

0

∑

γ∈Γ∗,n∈Z




∫

Tn

e2πi〈γ,u〉e−2πi〈(A∗)nγ0,u〉dµ


 cγ(z)F̄(A∗)nγ0,k(z)dz

=

1∫

0

∑

n∈Z




∫

Tn

e2πi〈(A∗)nγ0,u〉e−2πi〈(A∗)nγ0,u〉dµ


 c(A∗)nγ0

(z)F̄(A∗)nγ0,k(z)dz

= area(Tn)

1∫

0

∑

n∈Z
c(A∗)nγ0

(z)F̄(A∗)nγ0,k(z)dz

= area(Tn)

1∫

0

∑

n∈Z
cγ0

(z + n)F̄γ0,k(z + n)dz

= area(Tn)

∫

R

cγ0
(z)F̄γ0,k(z)dz = area(Tn) · 〈cγ0

, Fγ0,k〉L2(R).

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò Ôóðüå cγ0
ïðèíàäëåæèò L2(R) ïðè

γ0 6= 0 è îðòîãîíàëåí êî âñåì ôóíêöèÿì Fγ0,k, êîòîðûå îáðàçó-
þò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(R). Ñëåäîâàòåëüíî, cγ0

≡ 0 äëÿ
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γ0 6= 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φ èìååò âèä Φ(u, z) = c0(z), ãäå c0 1-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òåïåðü ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî Φ îðòîãîíàëüíà
êî âñåì ôóíêöèÿì {cos kπz, sin kπz}, k ∈ N, êîòîðûå îáðàçóþò ïîë-
íûé íàáîð â L2(S

1), ïîëó÷àåì, ÷òî è c0 ≡ 0. Ïîëíîòà, à âìåñòå ñ íåé
è òåîðåìà, äîêàçàíû.
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